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Ο τόµος αυτός γράφτηκε ως εκπαιδευτικό βοήθηµα για τους φοιτητές

της Θεµατικής Ενότητας «Εισαγωγή στην Πληροφορική» του Προ-

γράµµατος Σπουδών «Πληροφορική» του Ε.Α.Π. Γι� αυτό, γράφτηκε

ακολουθώντας κάποιο πρότυπο κατάλληλο για ανοικτή εξ αποστάσε-

ως εκπαίδευση.

Ένα χαρακτηριστικό αυτού του τρόπου συγγραφής είναι το γεγονός

ότι για το ίδιο τµήµα ύλης απαιτείται µεγαλύτερος συγγραφικός χώρος

απ� ό,τι για το συµβατικό τρόπο. Αυτό συµβαίνει διότι η παρουσίαση

της ύλης είναι πιο αναλυτική, µιας και πρέπει να εξασφαλίζει σ� ένα

µέτρο την χωρίς δάσκαλο µάθηση.

Οι «∆οµές ∆εδοµένων» είναι ένα από τα βασικότερα πεδία της Επι-

στήµης των Υπολογιστών. Η γνώση των διαθέσιµων δοµών δεδοµέ-

νων είναι απαραίτητη για την ανάπτυξη αποδοτικών προγραµµάτων

στον Η/Υ. Το πεδίο αυτό ασχολείται, αφ� ενός µεν µε τους τρόπους µε

τους οποίους µπορούµε να αποθηκεύουµε πληροφορίες στον Η/Υ, αφ�

ετέρου δε µε τους τρόπους διαχείρισης αυτών των πληροφοριών. Έτσι,

η διαπραγµάτευση κάθε δοµής δεδοµένων στον τόµο αυτό γίνεται ως

προς δύο άξονες: το οργανωτικό σχήµα της δοµής, δηλαδή τον τρόπο

απεικόνισης της πληροφορίας στη µνήµη του Η/Υ, και τις πράξεις δια-

χείρισης της δοµής. Από τις πράξεις διαχείρισης, ιδιαίτερη έµφαση

δίνεται στη «διάταξη», ώστε παρουσιάζεται σε ιδιαίτερο κεφάλαιο.

Στενά συνδεδεµένη µε τις δοµές δεδοµένων είναι και η έννοια του

αλγορίθµου, δεδοµένου ότι αποτελεί το µέσο έκφρασης του τρόπου

υλοποίησης των πράξεων διαχείρισης των δοµών. Προς το σκοπό

αυτό, χρησιµοποιείται όχι µια συγκεκριµένη γλώσσα προγραµµατι-

σµού, αλλά µια απλούστερη αλγοριθµική γλώσσα, η οποία ορίζεται

στον τόµο αυτό. Έτσι, η διαπραγµάτευση γίνεται ανεξάρτητη από γλώσ-

σα προγραµµατισµού.

Υπάρχουν αρκετές κατηγορίες δοµών δεδοµένων και θέµατα που σχε-

τίζονται µε αυτές. Στον τόµο αυτό αναφερόµαστε σε όλες τις κατηγο-

ρίες, εκτός από τους «γράφους» και τα «αρχεία». Αυτό έγινε διότι, αφ�

ενός µεν κρίθηκε ότι αυτές οι κατηγορίες δοµών δεν είναι απαραίτη-

τες για µια εισαγωγική Θεµατική Ενότητα, αφ� ετέρου δε δεν θα ήταν

δυνατή η ανάπτυξή τους και λόγω στενότητας του διαθέσιµου συγ-
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γραφικού χώρου. Γι� αυτό τον δεύτερο λόγο, επίσης, η διαπραγµάτευ-

ση των δοµών και των αντίστοιχων θεµάτων δεν γίνεται παντού µε το

ίδιο βάθος και πλάτος. Τις ελλείψεις αυτές προσπαθεί να καλύψει, σ�

ένα µέτρο, ο «Οδηγός για Περαιτέρω Μελέτη», προτείνοντας άλλες

πηγές αναφοράς για διάφορα θέµατα, στο τέλος κάθε κεφαλαίου. Επι-

πλέον, η στενότητα του χώρου, δεν επέτρεψε την παράθεση περισσό-

τερων ασκήσεων και δραστηριοτήτων. Πιστεύουµε όµως ότι στον

τόµο αυτό καλύπτονται όλα εκείνα που είναι απαραίτητα για ένα εισα-

γωγικού τύπου βοήθηµα στις δοµές δεδοµένων, όπως είναι το παρόν.

Στο κεφάλαιο 1 παρουσιάζονται διάφορα γενικά και εισαγωγικά θέµα-

τα, καθώς και η «φιλοσοφία» µε την οποία θεωρούνται οι δοµές δεδο-

µένων, σαν προετοιµασία του αναγνώστη για τα επόµενα κεφάλαια.

Το κεφάλαιο 2 διαπραγµατεύεται αναλυτικά τους πίνακες και λιγότε-

ρο αναλυτικά τις εγγραφές, τις δύο θεµελιώδεις δοµές δεδοµένων. Στο

κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται οι δύο βασικοί τύποι γενικών λιστών, οι

συνεχόµενες και οι συνδεδεµένες λίστες, ενώ στο κεφάλαιο 4 οι δύο

βασικοί τύποι ειδικών λιστών, οι στοίβες και οι ουρές. Το κεφάλαιο 5

διαπραγµατεύεται κυρίως τα δυαδικά δένδρα, τη σπουδαιότερη κατη-

γορία δένδρων, και τις παραλλαγές τους. Τέλος, το κεφάλαιο 6 ασχο-

λείται µε την πράξη της διάταξης, παρουσιάζοντας τρεις αντιπροσω-

πευτικούς αλγορίθµους διάταξης.

Ευχαριστίες

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Καθηγητή Παναγιώτη Πιντέλα για την
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Ο σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να σας παρουσιάσει τα απαραί-

τητα στοιχεία υποδοµής που θα χρειαστείτε για τη µελέτη των επόµε-

νων κεφαλαίων, να δώσει τους γενικούς ορισµούς βασικών εννοιών,

την αντίστοιχη ορολογία και τα όρια στα οποία θα κινηθεί η παρου-

σίαση των δοµών δεδοµένων στα επόµενα κεφάλαια.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν θα έχετε µελετήσει το κεφάλαιο αυτό, θα είστε σε θέση να:

� εξηγείτε τη διαφορά µεταξύ ενός ατοµικού τύπου δεδοµένων και

µιας δοµής δεδοµένων και να αναφέρετε τουλάχιστον ένα παρά-

δειγµα από το καθένα,

� κατατάσσετε τις βασικές δοµές δεδοµένων στις αντίστοιχες κατη-

γορίες,

� σχεδιάζετε απλούς αλγορίθµους στην αλγοριθµική µας γλώσσα από

την περιγραφή τους σε φυσική γλώσσα,

� να βρίσκετε τη συνάρτηση πολυπλοκότητας απλών αλγορίθµων,

� βρίσκετε την τάξη µεγέθους µιας συνάρτησης πολυπλοκότητας από

την αναλυτική της έκφραση.

1∫ ∂ º ∞ § ∞ π √
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� ∆εδοµένα

� Μεταβλητή

� Τύπος δεδοµένων

� ∆οµή δεδοµένων

� Αφηρηµένος τύπος δεδοµένων

� Κατηγορίες δοµών δεδοµένων

� Υλοποίηση δοµών δεδοµένων

� Αναπαράσταση δοµών δεδοµένων

� Πράξεις στις δοµές δεδοµένων

� Αλγόριθµος

� Γλώσσα ψευδοκώδικα



� Αποδοτικότητα αλγορίθµου

� Πολυπλοκότητα αλγορίθµου

� Συνάρτηση πολυπλοκότητας.
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1.1 Ορισµοί και ορολογία

1.2 Αλγοριθµική γλώσσα

1.3 Πολυπλοκότητα αλγορίθµων

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο κεφάλαιο αυτό κατ�αρχήν εξηγούνται οι έννοιες �δεδοµένα�, �µετα-

βλητή�, �τύπος δεδοµένων�, �δοµή δεδοµένων�, �αφηρηµένη δοµή δεδο-

µένων�και δίνονται, όπου είναι απαραίτητο, γενικοί ορισµοί. Στη συνέ-

χεια παρουσιάζονται οι διάφορες κατηγορίες δοµών δεδοµένων και οι

πτυχές της υλοποίησης µιας δοµής δεδοµένων, καθώς και ο τρόπος

αναπαράστασης της µνήµης ενός H/Y. Τα παραπάνω αποτελούν το

περιεχόµενο της πρώτης ενότητας.

Στη δεύτερη ενότητα παρουσιάζεται κατά βάση η γλώσσα ψευδοκώδι-

κα που χρησιµοποιούµε για την περιγραφή (υλοποίηση) των αλγορίθ-

µων σε όλα τα επόµενα κεφάλαια. Σκοπός της ενότητας αυτής δεν είναι

να µάθετε να σχεδιάζετε πολύπλοκους αλγορίθµους µε τη γλώσσα αυτή,

αλλά απλώς να εξοικειωθείτε µε τη γλώσσα ώστε να µπορείτε να µελε-

τάτε τους αλγορίθµους που παρουσιάζονται στα επόµενα κεφάλαια. Γι�

αυτό και τα παραδείγµατα και οι ασκήσεις αναφέρονται σε απλούς

αλγορίθµους.

Τέλος, στην τρίτη ενότητα γίνεται µια συζήτηση για την έννοια της απο-

δοτικότητας (ή πολυπλοκότητας) ενός αλγορίθµου και ο τρόπος του

ποσοτικού προσδιορισµού της. Στόχος της ενότητας αυτής δεν είναι να

µάθετε να αναλύετε την πολυπλοκότητα δύσκολων αλγορίθµων, αλλά

να εξοικειωθείτε µε τους συµβολισµούς και τον τρόπο χειρισµού της

πολυπλοκότητας απλών αλγορίθµων, ώστε να είστε σε θέση να κατα-

νοήσετε τις διαπραγµατεύσεις πολυπλοκότητας των αλγορίθµων που

παρουσιάζονται στα επόµενα κεφάλαια.

Το παρόν κεφάλαιο περιλαµβάνει κάποια γενικά στοιχεία και έννοιες

που ίσως να µη γίνουν κατ�αρχήν πλήρως κατανοητές. Αυτό δεν πρέ-

πει να σας απογοητεύσει, διότι η πλήρης κατανόηση αυτών των σηµεί-
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ων θα γίνει αργότερα, καθώς θα προχωράτε στη µελέτη των επόµενων

κεφαλαίων που αναφέρονται σε πιο συγκεκριµένα πράγµατα. Θα χρει-

αστεί τότε να επιστρέψετε αρκετές φορές στο κεφάλαιο αυτό που θα

λειτουργεί σαν σηµείο αναφοράς. 

Στο κεφάλαιο αυτό, αλλά και σε επόµενα, χρησιµοποιούµε µερικά

παραδείγµατα από τις γλώσσες προγραµµατισµού Pascal και C. ∆εν

απαιτείται γνώση της Pascal ή της C για την κατανόηση αυτών των

παραδειγµάτων ούτε τα παραδείγµατα αυτά δίνονται για να µάθετε

Pascal ή C. Αποτελούν απλώς επίδειξη του πως ορίζονται κάποιες

δοµές, µεταβλητές και πως υλοποιούνται κάποιοι αλγόριθµοι σε πραγ-

µατικές γλώσσες.

1.1 √ÚÈÛÌÔ› Î·È ÔÚÔÏÔÁ›·

1.1.1 ¢Â‰ÔÌ¤Ó· Î·È ÚÔÁÚ¿ÌÌ·Ù·

Ο όρος �δεδοµένα� στην επιστήµη των υπολογιστών είναι στενά συν-

δεδεµένος µε τα προγράµµατα ηλεκτρονικών υπολογιστών (H/Y).

Όπως είναι γνωστόν, ένα πρόγραµµα αποτελείται κατά βάση από µια

ακολουθία εντολών, διατυπωµένων σε µια γλώσσα προγραµµατισµού,

για διαδοχική εκτέλεση από τον H/Y. Κατά την εκτέλεση ενός προ-

γράµµατος γίνεται επεξεργασία κάποιων αρχικών (ακατέργαστων) πλη-

ροφοριών σχετικών µε κάποιο πρόβληµα, που ονοµάζονται δεδοµένα,

και παράγονται τελικά πληροφορίες πιο χρήσιµες, που αποτελούν τη

λύση για το συγκεκριµένο πρόβληµα, και ονοµάζονται αποτελέσµατα.

Κατά την εκτέλεση ενός προγράµµατος παράγονται επίσης κάποιες

ενδιάµεσες πληροφορίες, που ονοµάζονται ενδιάµεσα αποτελέσµατα

και χρειάζεται να αποθηκευθούν προσωρινά ώστε να χρησιµοποιη-

θούν για την παραγωγή των (τελικών) αποτελεσµάτων. Όλες αυτές οι

«µορφές» πληροφορίας έχει επικρατήσει να αποδίδονται µε τον όρο

δεδοµένα (data). �

Τα δεδοµένα χρησιµοποιούνται σ� ένα πρόγραµµα κυρίως µέσω υπο-
λογιστικών οντοτήτων που ονοµάζονται µεταβλητές (variables). Εννοι-
ολογικά, µια µεταβλητή αντιπροσωπεύει ένα σύνολο δεδοµένων που
σχετίζονται µε µια οντότητα, συγκεκριµένη ή αφηρηµένη. Σε φυσικό
επίπεδο όµως αντιπροσωπεύει ένα χώρο στη µνήµη του H/Y. (Μια πιο
συγκεκριµένη αναφορά στο ζήτηµα αυτό γίνεται στην υποενότητα
«1.1.5  Υλοποίηση ∆οµών ∆εδοµένων»).

� Tα δεδοµένα είναι τιµές ή

πλειάδες τιµών που σχετίζο-

νται µε κάποιες οντότητες. 
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Παραδείγµατα µεταβλητών-δεδοµένων

Σ� ένα πρόγραµµα, που ασχολείται µε την κίνηση αντικειµένων, χρει-

άζεται να παραστήσουµε δεδοµένα που αφορούν, µεταξύ άλλων, δια-

νυόµενα διαστήµατα και θέσεις κινητών ως προς σύστηµα δύο ορθο-

γωνίων αξόνων. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε δύο µεταβλητές,

SPACE και LOCATION. Η πρώτη αντιπροσωπεύει κάθε φορά µια

(διαφορετική) τιµή της οντότητας �διάστηµα�. Λέµε ότι η µεταβλητή

SPACE αντιπροσωπεύει δεδοµένα (ή παίρνει τιµές) που εκφράζουν

διαστήµατα. Οι τιµές αυτές είναι απλές τιµές. Η µεταβλητή

LOCATION αντιπροσωπεύει κάθε φορά µια τιµή της οντότητας �θέση

κινητού�, που προσδιορίζεται από τις δύο συντεταγµένες της, x και y.

Εποµένως, η µεταβλητή αυτή αντιπροσωπεύει δεδοµένα (τιµές) που

εκφράζουν θέσεις κινητού, και είναι δυάδες τιµών.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1

[1] Στην ελληνική βιβλιογραφία χρησιµοποιείται πολλές φορές ο όρος «λειτουργίες»
αντί «πράξεις».

1.1.2 ∆‡ÔÈ Î·È ‰ÔÌ¤˜ ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ

Τα δεδοµένα, δηλαδή οι µεταβλητές που τα αντιπροσωπεύουν σ� ένα

πρόγραµµα, χαρακτηρίζονται από κάποιους τύπους δεδοµένων. Οι

τύποι δεδοµένων αποτελούν τρόπους παράστασης και χρήσης των

δεδοµένων. Πιο συγκεκριµένα, ένας τύπος δεδοµένων (data type)

καθορίζει τις τιµές που επιτρέπεται να πάρει µια µεταβλητή, δηλαδή

το πεδίο τιµών (domain) της, καθώς και τους δυνατούς τρόπους επε-

ξεργασίας ή διαχείρισης των τιµών αυτών, που τους ονοµάζουµε πρά-

ξεις (operations)[1]. �

Οι τύποι δεδοµένων διακρίνονται σε ατοµικούς ή πρωτογενείς τύπους

και σε δοµηµένους τύπους. Οι ατοµικοί τύποι (atomic types) είναι

αυτοί που οι τιµές τους είναι απλές, δηλαδή δεν αποτελούνται από

άλλες επί µέρους τιµές και εποµένως δεν µπορούν να αναλυθούν

περαιτέρω. Μια απλή τιµή θεωρείται και χρησιµοποιείται ως ένα όλον.

Τέτοιες είναι οι τιµές της µεταβλητής SPACE στο Παράδειγµα 1.1.

Ατοµικοί τύποι είναι οι βασικοί τύποι δεδοµένων που υπάρχουν σε

όλες τις γλώσσες υψηλού επιπέδου: ακέραιος (integer), πραγµατικός

(real), λογικός (boolean), χαρακτήρας (character).

� Ένας τύπος δεδοµένων

ορίζεται από α) ένα σύνολο

(πεδίο) τιµών και β) ένα

σύνολο τρόπων επεξεργασίας

ή διαχείρισης των τιµών

(πράξεων).
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Παραδείγµατα τύπων δεδοµένων στη γλώσσα Pascal

Η γλώσσα Pascal διαθέτει όλους τους παραπάνω τύπους δεδοµένων.

∆ύο από αυτούς παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα µε τα αντί-

στοιχα πεδία τιµών τους και τις επιτρεπόµενες πράξεις (µε αντί-

στοιχους τελεστές σε παρένθεση) σαν παραδείγµατα στον παραπά-

νω ορισµό.
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[2] Όταν λέµε υλοποίηση µιας γλώσσας εννοούµε την συγκεκριµένη έκδοση της
γλώσσας, που σχετίζεται µε τον τύπο του H/Y που απευθύνεται (π.χ. προσωπικός
H/Y, µεγάλος H/Y). Π.χ. η Turbo Pascal είναι µια έκδοση της Pascal για προσω-
πικούς H/Y.

[3] Στην ελληνική βιβλιογραφία συναντάται και ως �Ανάθεση� ή �Εκχώρηση�.
[4] Στις εντολές της Pascal η έντονη γραφή αφορά λέξεις ή σύµβολα της Pascal που
παραµένουν αµετάβλητα.

Τύπος ∆εδοµένων ΠράξειςΠεδίο Τιµών

integer

(ακέραιος)

Το διάστηµα ακεραίων 

[-maxint, maxint], όπου το

maxint εξαρτάται από την

υλοποίηση της γλώσσας[2].

Καταχώρηση[3] (:=)

Αριθµητικές (+, -, *, div,�)

Σύγκρισης (=, <>, <, >,...)

boolean

(λογικός)

(false, true) Καταχώρηση (:=)

Λογικές (and, or, not)

Ο τύπος των µεταβλητών στην Pascal δηλώνεται ρητά στο πρόγραµ-

µα. Π.χ. για τη µεταβλητή SPACE του Παραδείγµατος 1.1 χρησιµο-

ποιούµε την εξής έκφραση:

var SPACE : real ;

όπου δηλώνεται µια µεταβλητή[4] (var) µε όνοµα SPACE, η οποία είναι

(:) πραγµατικού τύπου (real). Το σύµβολο �;� αποτελεί διαχωριστικό

των εκφράσεων.

Οι δοµηµένοι τύποι (structured types) είναι αυτοί των οποίων οι τιµές

είναι σύνθετες, δηλαδή αποτελούνται από επί µέρους τιµές, που

καλούνται στοιχεία (elements) ή κόµβοι (nodes), και σχετίζονται µετα-

ξύ τους µε βάση κάποιο σχήµα, έχουν δηλαδή κάποια �δοµή�, στην

οποία θα αναφερόµαστε µε τον όρο οργανωτικό σχήµα. Το οργανωτι-

κό σχήµα µιας δοµής έχει σχέση µε τον τρόπο παράστασης της δοµής

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2
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στη µνήµη του H/Y. (Στο ζήτηµα της αναπαράστασης της µνήµης

ενός H/Y αναφερόµαστε στην υποενότητα «1.1.5 Υλοποίηση

∆οµών ∆εδοµένων»). Κάθε στοιχείο/κόµβος µιας δοµής χαρακτη-

ρίζεται από κάποιον τύπο δεδοµένων. Οι δοµηµένοι τύποι δεδο-

µένων συνήθως αποκαλούνται δοµές δεδοµένων (data structures).

Το πλήθος των στοιχείων/κόµβων µιας δοµής ονοµάζεται µέγεθος

(size) της δοµής. �

Μια δοµή δεδοµένων δηλαδή είναι ένα οργανωµένο σύνολο ατο-

µικών τύπων δεδοµένων ή άλλων δοµών δεδοµένων.

Παράδειγµα απλής δοµής δεδοµένων στην Pascal

Ο µονοδιάστατος πίνακας (array) είναι η πιο απλή δοµή δεδοµένων

και υπάρχει διαθέσιµη σε όλες σχεδόν τις γλώσσες υψηλού επιπέδου.

Ένας πίνακας[5] είναι µια συλλογή ενός πεπερασµένου αριθµού στοι-

χείων που βρίσκονται σε µια σειρά. Η µεταβλητή LOCATION στο

Παράδειγµα 1.1 θα µπορούσε να είναι τέτοιας δοµής, πιο συγκεκρι-

µένα ένας πίνακας µε δύο στοιχεία πραγµατικού τύπου, όπου το πρώτο

αντιπροσωπεύει την τετµηµένη (x) και το δεύτερο την τεταγµένη (y)

της θέσης κινητού.

Στη γλώσσα Pascal αυτό υλοποιείται ως εξής:

type vec = array [1..2] of real ;

var LOCATION : vec ;

Με την πρώτη έκφραση ορίζουµε ένα τύπο (type) δεδοµένων µε όνοµα

vec, που είναι (=) ένας πίνακας (array) δύο στοιχείων ([1..2]) πραγ-

µατικού τύπου (real)[6]. Στη δεύτερη δηλώνεται ότι η µεταβλητή

LOCATION είναι τύπου vec, που σηµαίνει ότι κάθε τιµή της είναι µια

δυάδα πραγµατικών αριθµών.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.3

[5] Με τον όρο �πίνακας� εφεξής θα εννοούµε �µονοδιάστατος πίνακας�. Οι πίνακες
παρουσιάζονται αναλυτικά στο επόµενο κεφάλαιο.

[6] Μ� αυτό τον τρόπο µπορούµε να ορίσουµε (θεωρητικά) άπειρους τύπους µε δοµή
πίνακα, οι οποίοι διαφέρουν ως προς τον τύπο και τον αριθµό των στοιχείων τους.
Αυτοί οι συγκεκριµένοι τύποι αποτελούν στιγµιότυπα (instances) της γενικής δοµής
πίνακας. Με τους όρους �πίνακας�, �πίνακες�, �λίστα�, �λίστες� κλπ αναφερόµαστε
άλλοτε στα στιγµιότυπα και άλλοτε στις γενικές δοµές, ανάλογα µε την περίπτωση.

� Μια δοµή δεδοµένων είναι
ένας τύπος δεδοµένων που α) το
πεδίο τιµών του αποτελείται
από σύνθετες τιµές, δηλαδή
τιµές που συντίθενται από
άλλες επί µέρους τιµές (στοι-
χεία ή κόµβοι), που είναι είτε
απλές είτε σύνθετες και β) έχει
επί πλέον ένα σύνολο σχέσεων
(οργανωτικό σχήµα) µεταξύ των
στοιχείων/ κόµβων κάθε τιµής.



Το πεδίο τιµών της δοµής vec, δηλαδή της µεταβλητής LOCATION,
είναι ένα σύνολο που περιέχει όλες τις δυνατές δυάδες πραγµατικών
αριθµών (όπου η σειρά στη δυάδα παίζει ρόλο), άπειρες θεωρητικά,
πεπερασµένες στην πραγµατικότητα, λόγω φυσικών περιορισµών του
υλικού του H/Y.

Οι κυριότερες πράξεις που επιτρέπει η Pascal σ� ένα πίνακα είναι

οι εξής:

� προσπέλαση (access) στοιχείου (π.χ. LOCATION[2]): Γίνεται προ-
σπέλαση της τιµής ενός στοιχείου (του 2ου εδώ) µιας µεταβλητής-
πίνακα (LOCATION), η οποία µπορεί να αποδοθεί στη συνέχεια σε
µια µεταβλητή ίδιου τύπου µε το στοιχείο (π.χ. SPACE:=
LOCATION[2]). Η πράξη αυτή συνήθως καλείται και ανάκτηση
(retrieval) στοιχείου. Το �2� είναι ένας δείκτης που δείχνει σε πιο κατά
σειρά στοιχείο αναφερόµαστε. Εν γένει το Α[Κ], όπου Α µεταβλητή
τύπου πίνακα και Κ δείκτης, λειτουργεί σαν µεταβλητή.

� καταχώρηση (assignment) στοιχείου (π.χ. LOCATION[2] :=
SPACE, LOCATION[1] := 2.5): Γίνεται καταχώρηση (ή απόδο-
ση) της τιµής µιας µεταβλητής (SPACE) ή µιας σταθερής τιµής
(2.5) σ� ένα στοιχείο του πίνακα. Όταν το στοιχείο έχει ήδη κάποια
τιµή και του την αλλάζουµε, η πράξη αυτή ονοµάζεται τότε ενη-
µέρωση (update) στοιχείου. 
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1.1.3 ∞ÊËÚËÌ¤ÓÔÈ Ù‡ÔÈ ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ

Στη βιβλιογραφία, µαζί µε τους όρους �τύπος δεδοµένων� και �δοµή

δεδοµένων� συναντάται και ο όρος �αφηρηµένος τύπος δεδοµένων�.

Για λόγους πληρότητας, θα αναφερθούµε, πολύ συνοπτικά όµως, στον

όρο αυτό.

Για κάθε τύπο δεδοµένων (µπορεί να) υπάρχει ένας αντίστοιχος µαθη-

µατικός ορισµός που προσδιορίζει µε αυστηρό τρόπο τα χαρακτηρι-

στικά του. Το µαθηµατικό αυτό µοντέλο χρησιµοποιεί αφηρηµένους

όρους και έννοιες για την περιγραφή του αντίστοιχου τύπου δεδοµέ-

νων και δεν αναφέρεται καθόλου σε θέµατα υλοποίησης. Ο µαθηµα-

τικός αυτός ορισµός ονοµάζεται αφηρηµένος τύπος δεδοµένων

(abstract data type) ή συντοµογραφικά ΑΤ∆ (ADT).

Η υλοποίηση ενός ΑΤ∆ σε συγκεκριµένο λογισµικό (γλώσσα προ-

γραµµατισµού) συνιστά ένα τύπο δεδοµένων. Ένας ΑΤ∆ όµως είναι
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δυνατόν να µη µπορεί να υλοποιηθεί σε όλη του τη γενικότητα ή και

καθόλου σε κάποιο συγκεκριµένο λογισµικό ή υλικό H/Y. Π.χ. ο ΑΤ∆

�ακέραιος� δεν µπορεί να υλοποιηθεί σε όλη του τη γενικότητα λόγω

των περιορισµών του υλικού και του λογισµικού των H/Y. Θυµηθείτε

(Παράδειγµα 1.2) ότι το πεδίο τιµών του στη γλώσσα Pascal είναι το

[-maxint, maxint], όπου το maxint εξαρτάται από τη συγκεκριµένη

υλοποίηση της γλώσσας, δηλαδή τον µεταφραστή και τον τύπο H/Y

που απευθύνεται, και όχι το (-�, �) όπως απαιτεί ο αντίστοιχος ΑΤ∆.

Οι ΑΤ∆ αποτελούν αυστηρές περιγραφές των ιδιοτήτων των τύπων

δεδοµένων, χωρίς να εµπλέκουν θέµατα υλοποίησης ή αποδοτικότη-

τας. (Το ζήτηµα της υλοποίησης των δοµών δεδοµένων διαπραγµα-

τευόµαστε αναλυτικά στην υποενότητα «1.1.5 Υλοποίηση ∆οµών

∆εδοµένων», ενώ αυτό της αποδοτικότητας στην ενότητα «1.3 Πολυ-

πλοκότητα Αλγορίθµων»). Είναι δυνατόν να υπάρχουν ΑΤ∆ που να µη

µπορεί να υλοποιηθούν σε κάποιο λογισµικό ή υλικό, αλλά να είναι

χρήσιµοι για την κατανόηση κάποιων εννοιών. Η περιγραφή των ΑΤ∆

γίνεται µε κάποια «γλώσσα» ή «µέθοδο» και συνήθως συγκροτείται

από δύο µέρη, το πρώτο αναφέρεται στον ορισµό του πεδίου τιµών και

το δεύτερο στους ορισµούς των πράξεων. Έτσι, οι ΑΤ∆αποτελούν χρή-

σιµο οδηγό και για υλοποιητές γλωσσών προγραµµατισµού, ώστε να

γίνεται έλεγχος σωστής υλοποίησης, και για προγραµµατιστές, ώστε

να γίνεται σωστή χρήση και εκµετάλλευση των δυνατοτήτων των

τύπων δεδοµένων.

∆εδοµένου ότι κύριος στόχος µας στα επόµενα κεφάλαια είναι η

παρουσίαση των τρόπων υλοποίησης των δοµών δεδοµένων και όχι η

σχεδίασή τους, δεν θα χρησιµοποιήσουµε ΑΤ∆, µε την αυστηρή

έννοια. Όµως, για κάθε δοµή στα επόµενα κεφάλαια δίνουµε κάποιο

µαθηµατικό ορισµό ή περιγραφή.

Με βάση τον ορισµό της δοµής δεδοµένων στην υποενότητα «1.1.2
Τύποι και ∆οµές ∆εδοµένων», προσδιορίστε πιο καθαρά τα τρία στοι-
χεία που ορίζουν µια δοµή δεδοµένων και εξηγήστε τα µε δικά σας
λόγια χρησιµοποιώντας ενδεχοµένως και παραδείγµατα. Ποιο από
τα στοιχεία αυτά δεν είναι απαραίτητο για τον ορισµό ενός ατοµικού
τύπου δεδοµένων και γιατί; ∆ώστε την απάντησή σας σε µισή περί-
που σελίδα. Για την απάντησή σας µπορεί να βοηθηθείτε από τη
σύνοψη στο τέλος αυτού του κεφαλαίου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.1
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1.1.4 ∫·ÙËÁÔÚ›Â˜ ‰ÔÌÒÓ

Οι δοµές δεδοµένων µε τις οποίες θα ασχοληθούµε στα επόµενα κεφά-

λαια είναι οι εξής: πίνακες, εγγραφές, γενικές λίστες (συνεχόµενες, συν-

δεδεµένες), ειδικές λίστες (στοίβες, ουρές) και δέντρα. Προς το παρόν,

µας είναι αρκετό να τις γνωρίσουµε µόνο ονοµαστικά και να αναφερ-

θούµε σε ορισµένα γενικά χαρακτηριστικά τους µε βάση τα οποία τις

κατατάσσουµε σε διάφορες κατηγορίες. ∆εν θα ασχοληθούµε µε γρα-

φήµατα (ή γράφους) και αρχεία, δύο άλλες δοµές δεδοµένων, διότι απο-

τελούν αντικείµενα άλλων θεµατικών ενοτήτων. 

Οι πίνακες και οι εγγραφές είναι οι πιο απλές δοµές δεδοµένων και

υπάρχουν συνήθως ενσωµατωµένες στις γλώσσες υψηλού επιπέδου.

Οι δοµές αυτές ονοµάζονται θεµελιώδεις δοµές (fundamental

structures). Οι θεµελιώδεις δοµές δεδοµένων συνήθως προσδιορίζο-

νται στατικά µέσα σ� ένα πρόγραµµα, δηλαδή το µέγεθός τους και το

οργανωτικό σχήµα τους παραµένουν αµετάβλητα στη διάρκεια εκτέ-

λεσης ενός προγράµµατος, γι� αυτό ονοµάζονται και στατικές δοµές

(static structures). 

Όµως, για τη λύση πολλών προβληµάτων απαιτούνται πιο πολύπλο-

κες δοµές, που θεωρούνται ανώτερες δοµές (higher-level structures).

Οι ανώτερες δοµές δεδοµένων χρησιµοποιούν τις θεµελιώδεις δοµές

για την υλοποίησή τους και συνήθως προσδιορίζονται δυναµικά σ� ένα

πρόγραµµα, δηλαδή το µέγεθός τους µεταβάλλεται κατά την εκτέλε-

ση του προγράµµατος, γι� αυτό αποκαλούνται και δυναµικές δοµές

(dynamic structures). Τέτοιες δοµές δεδοµένων είναι οι διάφορες

λίστες (συνεχόµενες, συνδεδεµένες, στοίβες και ουρές) και τα δέντρα.

Μια άλλη διάκριση που αφορά τις δοµές δεδοµένων είναι σε γραµ-

µικές (linear) και µη γραµµικές (non-linear). Μια δοµή είναι γραµ-

µική αν το οργανωτικό της σχήµα µπορεί να απεικονισθεί σαν µια

γραµµή. Αυτό είναι δυνατόν όταν κάθε στοιχείο σχετίζεται µόνο µε

ένα άλλο στοιχείο της, υπάρχει δηλαδή µια σχέση ένα-προς-ένα

µεταξύ των στοιχείων της. Παρατηρήστε το Σχήµα 1.1α όπου παρου-

σιάζεται η γενική µορφή µιας γραµµικής δοµής, όπου κάθε στοι-

χείο/κόµβος της δοµής σχετίζεται µόνο µε ένα άλλο στοιχείο της

δοµής π.χ. µε τη σχέση �επόµενο�. Αντίθετα, σε µια µη γραµµική

δοµή υπάρχουν σχέσεις ένα-προς-πολλά ή πολλά-προς-πολλά µετα-
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ξύ των στοιχείων της. Στο Σχήµα 1.1β παρουσιάζεται η γενική µορφή

µιας κατηγορίας µη γραµµικών δοµών, των δέντρων. Παρατηρήστε

ότι κάθε κόµβος δυνατόν να σχετίζεται µε περισσότερους του ενός

άλλους κόµβους (σχέση ένα-προς-πολλά) π.χ. µε τη σχέση �παιδιά�.

Γραµµικές δοµές είναι οι πίνακες και οι λίστες, ενώ µη γραµµικές οι

εγγραφές και τα δέντρα.

...

...

...

στοιχεία / κόµβοι    

n1 n2 nm n2 n3

n0

n1

(α)

(β)

1.1.5 ÀÏÔÔ›ËÛË ‰ÔÌÒÓ ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ

Οι ανώτερες δοµές δεν υπάρχουν ενσωµατωµένες στις γλώσσες προ-

γραµµατισµού, αλλά υλοποιούνται χρησιµοποιώντας τις θεµελιώδεις

δοµές τους. Η υλοποίηση µιας δοµής έχει δύο πτυχές. Η µία αφορά

στην αναπαράσταση της δοµής στον H/Y, ενώ η άλλη στην υλοποίηση

των πράξεων στη δοµή. Αναπαράσταση µιας δοµής σηµαίνει την απει-

κόνιση της δοµής στην µνήµη του H/Y, δηλαδή τον τρόπο αποθήκευ-

σης των στοιχείων/κόµβων της δοµής στη µνήµη του H/Y ώστε να

ανταποκρίνεται στο οργανωτικό σχήµα της. Συνήθως υπάρχουν περισ-

σότεροι του ενός τρόποι αναπαράστασης µιας δοµής δεδοµένων. 

Όταν µιλάµε για µνήµη H/Y, αναφερόµαστε στην κύρια µνήµη (main

memory) του. Η κύρια µνήµη ενός H/Y θεωρείται σαν ένα σύνολο από

θέσεις µνήµης (memory cells). Κάθε θέση µνήµης προσδιορίζεται από

µια διεύθυνση (address), που παριστάνεται µε ένα θετικό ακέραιο αριθ-

µό. Επίσης οι θέσεις µνήµης χαρακτηρίζονται από το µέγεθός τους,

δηλαδή το πλήθος των δυαδικών ψηφίων πληροφορίας που µπορεί να

αποθηκεύσει η κάθε µια. Το µέγεθος µιας θέσης µνήµης ονοµάζεται

λέξη (word) του H/Y. Στα επόµενα, για λόγους απλότητας, θεωρούµε

H/Y µε µέγεθος θέσης µνήµης (λέξη) 1 byte, δηλαδή πληροφορίας 8

™¯‹Ì· 1.1

Οργανωτικό σχήµα (α) γραµµικής

(β) µη γραµµικής (δεντρικής)

δοµής.



δυαδικών ψηφίων (bits) (1 byte = 8 bits). Μία µεταβλητή αντιπροσω-

πεύει ένα σύνολο θέσεων στη µνήµη, που το πλήθος του εξαρτάται

από τον τύπο της µεταβλητής.

Η κύρια µνήµη ενός H/Y είναι µνήµη τυχαίας προσπέλασης (RAM:

Random Access Memory). Ο όρος �τυχαίας προσπέλασης� αναφέρεται

στο ότι ο χρόνος που απαιτείται για πρόσβαση σε µια τυχαία επιλε-

γείσα θέση µνήµης είναι ο ίδιος για όλες τις θέσεις, υπόθεση που δεν

ισχύει για δευτερεύουσες µνήµες (π.χ. µαγνητικό δίσκο, µαγνητική

ταινία). Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε δοµές δεδοµένων που

έχουν σχέση µε την κύρια µνήµη του H/Y και όχι µε κάποια δευτε-

ρεύουσα (όπως π.χ. τα αρχεία).

Υλοποίηση µιας πράξης σε µια δοµή δεδοµένων σηµαίνει την εύρεση

του τρόπου πραγµατοποίησής της στον H/Y µε βάση την αναπαρά-

σταση της δοµής και τις διαθέσιµες πράξεις των θεµελιωδών δοµών

και των ατοµικών τύπων δεδοµένων. Από τις πράξεις στις δοµές δεδο-

µένων αυτές που κυρίως µας ενδιαφέρουν αναφέρονται στο παρακά-

τω πλαίσιο.

Kυριότερες Πράξεις στις ∆οµές ∆εδοµένων

(α) διαπέραση (traversal): προσπέλαση και επεξεργασία κάθε 

στοιχείου ή κόµβου.

(β) αναζήτηση (search): εύρεση στοιχείου ή κόµβου µε κάποια 

δεδοµένη τιµή.

(γ) εισαγωγή (insertion): πρόσθεση ενός νέου στοιχείου ή κόµβου.

(δ) διαγραφή (deletion): αφαίρεση ενός υπάρχοντος στοιχείου 

ή κόµβου.

(ε) διάταξη (sorting): τακτοποίηση των στοιχείων ή κόµβων σε 

κάποια σειρά.

Από τις πράξεις αυτές οι δύο πρώτες δεν επιφέρουν µεταβολή στις

δοµές, σε αντίθεση µε τις υπόλοιπες. Τις τέσσερις πρώτες πράξεις, που

θεωρούνται πιο βασικές, τις εξετάζουµε µαζί µε τις αντίστοιχες δοµές,

µε την πράξη της διάταξης όµως ασχολούµεθα σε ιδιαίτερο κεφάλαιο.

Η υλοποίηση των δοµών δεδοµένων είναι το κύριο αντικείµενο των

επόµενων κεφαλαίων. Για την υλοποίηση αυτή δεν θα χρησιµοποι-

ήσουµε κάποια από τις υπάρχουσες γλώσσες υψηλού επιπέδου

2 11 . 1  O P I ™ M O I  K A I  O P O § O ° I A
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(Pascal, C κλπ), αλλά µια πιο απλή αλγοριθµική γλώσσα, που περι-

γράφεται στην επόµενη ενότητα.

Αντιστοιχήστε τις δοµές δεδοµένων στο παρακάτω πλαίσιο µε όλες

τις κατηγορίες στις οποίες ανήκουν.

ÕÛÎËÛË 
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.1

1.2 ∞ÏÁÔÚÈıÌÈÎ‹ ÁÏÒÛÛ·

1.2.1 EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜

Η υλοποίηση µιας πράξης σε µια δοµή δεδοµένων, δηλαδή η πραγ-

µατοποίησή της στον H/Y, περιγράφεται από µια υπολογιστική διαδι-

κασία που ονοµάζεται αλγόριθµος. �

Η περιγραφή ενός αλγορίθµου γίνεται µε κάποια αλγοριθµική γλώσ-

σα. Σαν τέτοια µπορεί να χρησιµοποιηθεί είτε η φυσική µας γλώσσα

ή µια γλώσσα προγραµµατισµού ή και µια διαγραµµατική γλώσσα

(όπως π.χ. το γνωστό διάγραµµα ροής). Το προαπαιτούµενο µιας αλγο-

ριθµικής γλώσσας είναι η καθαρή σηµασιολογία της σηµειογραφίας

και των συµβάσεων που χρησιµοποιεί, ώστε να µπορούν να περιγρα-

φούν τα βήµατα του αλγορίθµου µε αυστηρό τρόπο, δηλαδή µε τρόπο

που επιδέχεται µόνο µια ερµηνεία.

Για την περιγραφή των αλγορίθµων χρησιµοποιούµε µια γλώσσα ψευ-

δοκώδικα. Αυτό που µας ενδιαφέρει σ� ένα ψευδοκώδικα είναι η όσο

το δυνατόν πιο κατανοητή και ταυτόχρονα συνοπτική περιγραφή των

βασικών βηµάτων ενός αλγορίθµου. �

Η γλώσσα ψευδοκώδικα που θα χρησιµοποιήσουµε διαθέτει στοιχεία

που βασίζονται στις αρχές του δοµηµένου προγραµµατισµού και είναι

� Αλγόριθµος είναι µια υπο-

λογιστική διαδικασία αποτε-

λούµενη από µια πεπερασµέ-

νη ακολουθία αυστηρά καθο-

ρισµένων υπολογιστικών

βηµάτων µε σκοπό τη λύση

ενός (γενικού) προβλήµατος.

Κάθε αλγόριθµος δέχεται

κάποια δεδοµένα σαν είσοδο

και παράγει κάποια αποτελέ-

σµατα (λύση) σαν έξοδο.

� Μια γλώσσα ψευδοκώδι-

κα είναι µια αυστηρά καθορι-

σµένη γλώσσα που µας απο-

δεσµεύει από τις λεπτοµέρει-

ες µιας γλώσσας προγραµµα-

τισµού.

δέντρα�

εγγραφές�

λίστες�

πίνακες

ανώτερες�

γραµµικές�

δυναµικές�

θεµελιώδεις�

µη γραµµικές�

στατικές



παρόµοια µε στοιχεία των γλωσσών προγραµµατισµού Pascal (κυρίως)

και C. Η µεταφορά ενός αλγορίθµου από ψευδοκώδικα σε πραγµατι-

κό κώδικα είναι σχετικά εύκολη. H έκφραση ενός αλγορίθµου σε µια

γλώσσα προγραµµατισµού συνιστά ένα πρόγραµµα.

1.2.2 ¶ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙË˜ ÁÏÒÛÛ·˜

Η περιγραφή της αλγοριθµικής µας γλώσσας βασίζεται στο παρακά-

τω παράδειγµα.

2 31 . 2  A § ° O P I £ M I K H  ° § ø ™ ™ A

Σχεδίαση αλγορίθµου από την περιγραφή του σε φυσική γλώσσα

Τίθεται το πρόβληµα: «Να γραφεί αλγόριθµος που να βρίσκει τη θέση

και την τιµή του µικρότερου στοιχείου ενός πίνακα που περιέχει n

αριθµούς.»

Προτείνεται η εξής διαδικασία λύσης σε φυσική γλώσσα: «Θεωρούµε

το πρώτο στοιχείο του πίνακα σαν το µικρότερο και κρατούµε στη

µνήµη την τιµή του και τη θέση του. Στη συνέχεια συγκρίνουµε την

τιµή που κρατήσαµε µε την τιµή του δεύτερου στοιχείου του πίνακα.

Αν η τιµή του δεύτερου στοιχείου είναι µικρότερη, τότε κρατούµε στη

µνήµη αυτή και τη θέση του, αλλιώς προχωρούµε και κάνουµε το ίδιο

µε το τρίτο στοιχείο κ.ο.κ. ως το τελευταίο. Η τελευταία τιµή και θέση

που κρατήσαµε στη µνήµη είναι τα ζητούµενα.»

Ζητείται ο αντίστοιχος αλγόριθµος, γραµµένος στην αλγοριθµική µας

γλώσσα.

Ο Αλγόριθµος αυτός παρουσιάζεται στο επόµενο πλαίσιο, ως Αλγό-

ριθµος 1.1.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.4

Κάθε αλγόριθµος παρουσιάζεται µέσα σ� ένα πλαίσιο, όπως και ο

Αλγόριθµος 1.1. Μέσα στο πλαίσιο υπάρχουν σύντοµες περιγραφές

της εισόδου και εξόδου του αλγορίθµου, όπου δίδονται πληροφορίες

για τα δεδοµένα εισόδου και εξόδου, καθώς και από ποιες µεταβλη-

τές αντιπροσωπεύονται. Ακολουθεί η κυρίως περιγραφή του αλγο-

ρίθµου σαν µια υπολογιστική διαδικασία.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 1.1: EYPEΣH MIKPOTEPOY ΣTOIXEIOYΠINAKA

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α) και το πλήθος (Ν) των στοιχείων του, που είναι

αριθµοί.

Έξοδος: Η θέση (X) και η τιµή (MIN) του µικρότερου στοιχείου του πίνακα.

MINSTOIXEIO(A, N)

1 K ¨̈ 1, X ¨̈ 1, MIN ¨̈ A[1] {Αρχικοποίηση µεταβλητών.}

2 while K £ N {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 if MΙΝ > A[K] {Σύγκριση µε τη µικρότερη τιµή}

4 then X ¨̈ K, MIN ¨̈ A[K] {Ενηµέρωση των Χ και ΜΙΝ}

endif

5 K ¨̈ K + 1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endwhile

6 print X, MIN {Επιστροφή αποτελεσµάτων}

Η υπολογιστική διαδικασία έχει µια κεφαλίδα που περιλαµβάνει το

όνοµα (MINSTOIXEIO) του αλγορίθµου ακολουθούµενο από τις

παραµέτρους εισόδου (A, N), που λειτουργούν σαν µεταβλητές, σε

παρένθεση. Το σώµα της διαδικασίας περιγράφεται σαν µια ακολου-

θία (αριθµηµένων) υπολογιστικών βηµάτων (1-6) κωδικοποιηµένων

στην αλγοριθµική µας γλώσσα, που περιγράφουµε αµέσως παρακά-

τω. Λέξεις ή σύµβολα που παραµένουν αµετάβλητα εµφανίζονται µε

έντονη γραφή.

Βήµατα και Εκτέλεση

� Κάθε βήµα αποτελεί ένα στοιχειώδες εκτελέσιµο τµήµα αλγορίθµου

και περιλαµβάνει, είτε µια έκφραση καταχώρησης (βήµα 5) είτε µια

συνθήκη µιας διάταξης ελέγχου (βήµατα 2, 3) είτε µια έκφραση εξό-

δου (βήµα 6).

� Σε ένα βήµα επιτρέπεται να υπάρχουν περισσότερες της µιας εκφρά-

σεις καταχώρησης χωριζόµενες µεταξύ τους µε κόµµα, οπότε θεω-

ρούµε ότι εκτελούνται διαδοχικά από αριστερά προς τα δεξιά (π.χ.

βήµατα 1, 4). Τα βήµατα αυτά θεωρούνται ως σύνθετα βήµατα, και

χρησιµοποιούνται απλώς και µόνο σαν µέσα συντόµευσης της περι-

γραφής ενός αλγορίθµου.

� Τα βήµατα εκτελούνται διαδοχικά, σύµφωνα µε τη σειρά αναγρα-



φής. Ο έλεγχος ροής της εκτέλεσης µπορεί να µεταφέρεται από ένα

βήµα σε κάποιο άλλο που δεν είναι το επόµενο µόνο σαν αποτέλε-

σµα της ενέργειας κάποιας διάταξης ελέγχου ροής. (Οι διατάξεις

ελέγχου ροής περιγράφονται στη συνέχεια της υποενότητας αυτής

κάτω από τον οµώνυµο τίτλο).

� Σε κάθε βήµα µπορεί να υπάρχουν σχόλια µέσα σε άγκιστρα (π.χ.

{Αρχικοποίηση µεταβλητών} στο βήµα 1 του Αλγορίθµου 1.1).

Είσοδος και Έξοδος

� Τα δεδοµένα εισόδου εισάγονται µε τις παραµέτρους εισόδου της

κεφαλίδας. ∆εν απαιτείται είσοδος δεδοµένων στο σώµα του αλγο-

ρίθµου.

� Η έξοδος των αποτελεσµάτων γίνεται µε µια έκφραση εξόδου, που

αποτελείται από τη λέξη print ακολουθούµενη από καµία, µια ή

περισσότερες µεταβλητές ή σταθερές, που αντιπροσωπεύουν τα

(τελικά) αποτελέσµατα (βήµα 6).

Μεταβλητές

� Για ονόµατα µεταβλητών χρησιµοποιούνται συνδυασµοί κεφαλαί-

ων γραµµάτων (MIN, Κ, Χ). 

� Κάθε µεταβλητή έχει κάποιο ατοµικό τύπο δεδοµένων που δεν ανα-

φέρεται ρητά στο σώµα του αλγορίθµου, αλλά υπονοείται από τα

στοιχεία του προβλήµατος.

� Η προσπέλαση σ� ένα στοιχείο µιας µεταβλητής τύπου πίνακα γίνε-

ται µε τον αντίστοιχο δείκτη, που µπορεί να είναι ακέραιος αριθµός

ή µεταβλητή, σε τετραγωνικές παρενθέσεις, π.χ. Α[1] (βήµα 1),

Α[Κ] (βήµατα 3, 4).

� Όλες οι µεταβλητές είναι τοπικές, δηλαδή έχουν νόηµα µόνο µέσα

στην υπολογιστική διαδικασία του αλγορίθµου. Οι παράµετροι

εισόδου µπορεί να παίζουν το ρόλο καθολικών µεταβλητών, δηλα-

δή να έχουν νόηµα και εκτός του αλγορίθµου.

Σταθερές

� Σταθερές είναι οι αριθµοί (οποιουδήποτε τύπου), οι λογικές σταθε-

ρές (TRUE, FALSE) και χαρακτήρες ή λέξεις σε απλά εισαγωγικά

(π.χ. �ΛΑΘΟΣ�).

Τελεστές και Παραστάσεις

� Για πράξεις µεταξύ υπολογιστικών οντοτήτων (µεταβλητών, στα-
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θερών) χρησιµοποιούνται οι γνωστοί από τα µαθηµατικά τελεστές:

αριθµητικοί (+, -, *, /, ύψωση σε δύναµη, κλπ), σύγκρισης (<, £, =,

π, ≥ , >) και λογικοί (and, or, not).

� Με τη χρήση των τελεστών αυτών δηµιουργούνται αντίστοιχα αριθ-

µητικές παραστάσεις (βήµα 5 δεξί µέλος), παραστάσεις σύγκρισης

(βήµατα 2, 3) και λογικές παραστάσεις (π.χ. (A > 1) and (B π 0))

κατά τους γνωστούς από τα βασικά µαθηµατικά τρόπους. Το απο-

τέλεσµα µιας αριθµητικής παράστασης είναι ένας αριθµός, ενώ των

άλλων δύο τύπων παραστάσεων µια λογική σταθερά.

Έκφραση Καταχώρησης

� Χρησιµοποιούµε ένα βέλος προς τα αριστερά (¨̈) για να υποδη-

λώσουµε την καταχώρηση (ή απόδοση) τιµής σε µια µεταβλητή:

<µεταβλητή> ¨̈ <τιµή>

όπου η <τιµή> µπορεί να είναι είτε µια σταθερά είτε µια µεταβλη-

τή είτε µια οποιαδήποτε παράσταση (π.χ. στο βήµα 5 είναι µια αριθ-

µητική παράσταση) ή µια συνάρτηση. (Η έννοια της συνάρτησης

εξηγείται στο τελευταίο τµήµα αυτής της υποενότητας κάτω από

τον τίτλο «Μερικοί Αλγόριθµοι»).

∆ιατάξεις Ελέγχου Ροής

� Οι διατάξεις ελέγχου ροής είναι υπολογιστικά σχήµατα που επιτρέ-

πουν την διαφοροποίηση από την ακολουθιακή εκτέλεση ενός αλγο-

ρίθµου. Χρησιµοποιούµε δύο τέτοιες διατάξεις: διάταξη ελέγχου µε

συνθήκη (ή επιλογής) και διάταξη ελέγχου επανάληψης.

� Στο σώµα του αλγορίθµου, για ευκολότερη διάκριση των διατάξε-

ων ελέγχου, χρησιµοποιούνται και εσοχές (βήµα 4, βήµατα 3-5) και

ενδείξεις τέλους (endif, endwhile). Γραµµές που περιέχουν ενδείξεις

τέλους δεν αριθµούνται, διότι είναι µη εκτελέσιµα βήµατα.

� ∆ιάταξη Ελέγχου µε Συνθήκη

Η διάταξη ελέγχου µε συνθήκη ή διάταξη if επιτρέπει την επιλογή

εκτέλεσης κάποιου τµήµατος αλγορίθµου µε βάση την αλήθεια

κάποιας ή κάποιων συνθηκών και έχει την ακόλουθη µορφή:

if <συνθήκη>

then <τµήµα Α>

[else <τµήµα Β>]

endif



Η <συνθήκη> µπορεί να είναι είτε µια παράσταση σύγκρισης (όπως

π.χ. στο βήµα 3) είτε µια λογική παράσταση. Το καθένα από τα <τµήµα

Α> και <τµήµα Β> µπορεί να περιλαµβάνει ένα ή περισσότερα αλγο-

ριθµικά βήµατα. Οι τετραγωνικές παρενθέσεις στην περίπτωση αυτή

δηλώνουν το προαιρετικό της γραµµής else (π.χ. στη διάταξη if του

Αλγορίθµου 1.1 δεν υπάρχει). Το endif είναι απλώς η ένδειξη τέλους

της διάταξης ελέγχου if και δεν αποτελεί εκτελέσιµο βήµα.

Η λογική της διάταξης αυτής είναι η εξής: αν η συνθήκη είναι αλη-

θής τότε εκτελείται το <τµήµα Α>, αλλιώς εκτελείται το <τµήµα

Β>, αν υπάρχει. Κατόπιν εκτελείται το επόµενο της διάταξης βήµα.

Στο παράδειγµα, αν η παράσταση «ΜΙΝ > Α[Κ]» (βήµα 3) είναι

αληθής, τότε εκτελείται το βήµα 4 (καταχώρηση των Κ, Α[Κ] στα

Χ, ΜΙΝ αντίστοιχα) και στη συνέχεια η εκτέλεση προχωρά στο επό-

µενο της διάταξης βήµα 5 (αύξηση του µετρητή Κ κατά ένα),

αλλιώς εκτελείται κατ� ευθείαν το βήµα 5.

� Το <τµήµα Β> µπορεί να είναι µια άλλη διάταξη if, επίσης το αντί-

στοιχο τµήµα αυτής µπορεί να είναι µια άλλη διάταξη if κ.ο.κ.,

οπότε δηµιουργείται µια σύνθετη διάταξη if, δηλαδή µια διάταξη που

περιέχει περισσότερες της µιας συνθήκες και περισσότερα των δύο

τµήµατα, οπότε για να εκτελεστεί ένα τµήµα πρέπει να αληθεύει

ένας ορισµένος συνδυασµός συνθηκών.

� ∆ιάταξη Ελέγχου Επανάληψης

Η διάταξη ελέγχου επανάληψης ή διάταξη while επιτρέπει την επα-

νάληψη της εκτέλεσης ενός τµήµατος αλγορίθµου εφόσον ισχύει

µια συνθήκη και έχει τη µορφή:

Η λογική εδώ είναι η εξής: Eξετάζεται κάθε φορά η <συνθήκη> και

εκτελείται το <τµήµα Χ>, που λέγεται σώµα της διάταξης, εφόσον η

συνθήκη είναι αληθής. Η εκτέλεση σταµατά όταν η συνθήκη γίνει

ψευδής, και τότε ο έλεγχος µεταφέρεται στο επόµενο βήµα της διάτα-

ξης. Το <τµήµα Χ> µπορεί να είναι µια άλλη διάταξη ελέγχου, είτε µε

while <συνθήκη>

<τµήµα Χ>

endwhile
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συνθήκη ή επανάληψης. Το endwhile αποτελεί την ένδειξη τέλους και

δεν είναι εκτελέσιµο. Π.χ. στον Αλγόριθµο 1.1, η <συνθήκη> είναι µια

παράσταση σύγκρισης (βήµα 2) και το σώµα περιλαµβάνει µια διάτα-

ξη if (βήµατα 3-4) και µια έκφραση καταχώρησης (βήµα 5). Παρατη-

ρήστε ότι η τιµή του Κ, δηλ. της µεταβλητής που επηρεάζει το απο-

τέλεσµα της συνθήκης,  µεταβάλλεται σε κάθε εκτέλεση (βήµα 5),

ώστε κάποια φορά θα ξεπεράσει την τιµή του Ν και θα πάψει να εκτε-

λείται το σώµα της διάταξης. Αν δεν προβλέψουµε να συµβεί αυτό

τότε θα έχουµε εκτέλεση του σώµατος της διάταξης άπειρες φορές.

Οι περισσότερες γλώσσες προγραµµατισµού διαθέτουν και µια άλλη

διάταξη ελέγχου επανάληψης, τη διάταξη for, που χρησιµοποιείται

όταν είναι γνωστός (ή µπορεί να υπολογιστεί) ο αριθµός των επανα-

λήψεων. Η διάταξη αυτή ουσιαστικά είναι πλεονασµός, διότι η λει-

τουργία της µπορεί να περιγραφεί από τη διάταξη while. Όµως, δηµι-

ουργεί συνοπτικότερη και καλύτερα αναγνώσιµη περιγραφή των

αλγορίθµων και οδηγεί σε αποδοτικότερη εκτέλεση. Γι� αυτό ορίζου-

µε µια αντίστοιχη διάταξη και στην αλγοριθµική µας γλώσσα, που

έχει τη µορφή

Το <µετρητής> είναι µια µεταβλητή. Τα <αρχική τιµή>, <τελική

τιµή> είναι ακέραιοι αριθµοί ή ακέραιες µεταβλητές ή αριθµητικές

παραστάσεις ακεραίων. Το endfor είναι η ένδειξη τέλους και δεν

είναι εκτελέσιµο.

Η λογική της διάταξης είναι η εξής: O µετρητής παίρνει σαν τιµή την

<αρχική τιµή> και την αυξάνει διαδοχικά κατά ένα (1). Πριν από κάθε

αύξηση εκτελείται το <τµήµα Χ>, το σώµα της διάταξης. Αυτό επα-

ναλαµβάνεται έως ότου η τιµή του µετρητή γίνει µεγαλύτερη της

<τελική τιµή>, οπότε σταµατά. Τότε ο έλεγχος µεταφέρεται στο επό-

µενο της διάταξης βήµα του αλγορίθµου.

Με χρήση της διάταξης for αντί της while ο Αλγόριθµος 1.1 του Παρα-

δείγµατος 1.4 γίνεται.

for <µετρητής> ¨̈ <αρχική τιµή> to <τελική τιµή>

<τµήµα Χ>

endfor



ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 1.2: EYPEΣH MIKPOTEPOY ΣTOIXEIOYΠINAKA

MINSTOIXEIO(A, N)

1 X ¨̈ 1, MIN ¨̈ A[1] {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 for K ¨̈ 1 to N {Καθορισµός επαναλήψεων}

3 if MΙΝ > A[K] {Σύγκριση µε τη µικρότερη τιµή}

4 then X ¨̈ K, MIN ¨̈ A[K] {Ενηµέρωση των Χ και ΜΙΝ}

endif

endfor

5 print X, MIN . {Επιστροφή αποτελεσµάτων}
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Παρατηρήστε ότι ο µετρητής Κ είναι πλέον µέρος της διάταξης if και

ότι τα βήµατα του αλγορίθµου ελαττώθηκαν κατά ένα. Εφεξής, θα

χρησιµοποιούµε τη διάταξη for σαν διάταξη επανάληψης όταν γνωρί-

ζουµε τον αριθµό των επαναλήψεων και τη διάταξη while στις υπό-

λοιπες περιπτώσεις.

Μερικοί Αλγόριθµοι

� Ένας µερικός αλγόριθµος είναι ένας ανεξάρτητος αλγόριθµος που

καλείται για εκτέλεση µέσα από ένα κύριο αλγόριθµο ή από άλλον

µερικό αλγόριθµο. Η κλήση ενός µερικού αλγορίθµου γίνεται µε

την κεφαλίδα του. ∆ιακρίνουµε δύο είδη (µερικών) αλγορίθµων,

την συνάρτηση (function) και τη διαδικασία (procedure). Η πρώτη

επιστρέφει πάντα µια τιµή που µπορεί να αποδοθεί σε µια µετα-

βλητή, ενώ η δεύτερη εκτελεί κάποιες υπολογιστικές πράξεις (π.χ.

καταχωρήσεις, ενηµερώσεις κλπ) και ενδεχοµένως να επιστρέφει

και κάποια ή κάποιες τιµές.

Τίθεται το πρόβληµα: «Να γραφτεί αλγόριθµος που να βρίσκει το µέσο

όρο των στοιχείων ενός πίνακα που περιέχει n αριθµούς». ∆ίνεται η

εξής διαδικασία λύσης σε φυσική γλώσσα: «Προσθέτουµε το πρώτο

και το δεύτερο στοιχείο και κρατούµε το άθροισµα στη µνήµη. Κατό-

πιν προσθέτουµε το τρίτο στοιχείο στο προηγούµενο άθροισµα και

κρατούµε το νέο άθροισµα στη µνήµη κ.ο.κ. µέχρι να προσθέσουµε

και το τελευταίο στοιχείο του πίνακα. ∆ιαιρούµε το τελικό άθροισµα

µε το πλήθος των στοιχείων του πίνακα. Το αποτέλεσµα της διαίρεσης

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.2
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είναι ο µέσος όρος». Να εκφράσετε τη λύση αυτή στην αλγοριθµική

µας γλώσσα. Γράψτε µόνο την κεφαλίδα και το σώµα του αλγορίθµου.

1.3 ¶ÔÏ˘ÏÔÎfiÙËÙ· ·ÏÁÔÚ›ıÌˆÓ

Η υλοποίηση µιας πράξης επεξεργασίας µπορεί να γίνει συνήθως µε
περισσότερους του ενός τρόπους, δηλαδή αλγορίθµους. Εποµένως
τίθεται θέµα επιλογής του «καλύτερου» αλγορίθµου και εν γένει θέµα
µέτρησης της επίδοσης ενός αλγορίθµου. Όταν λέµε «καλύτερος»
αλγόριθµος, συνήθως εννοούµε «πιο αποδοτικός». Η αποδοτικότητα
είναι το βασικό µέτρο σύγκρισης της επίδοσης δύο αλγορίθµων.

1.3.1 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·Ô‰ÔÙÈÎfiÙËÙ·˜

Η αποδοτικότητα ενός αλγορίθµου έχει δύο παραµέτρους, την αποδο-

τικότητα χρόνου και την αποδοτικότητα χώρου. Η αποδοτικότητα χρό-

νου σχετίζεται µε τον χρόνο επεξεργασίας που απαιτεί η εκτέλεση ενός

αλγορίθµου. Η αποδοτικότητα χώρου σχετίζεται µε την ποσότητα µνή-

µης που απαιτείται κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου. Από τις δύο

παραµέτρους, αυτή που είναι δυσκολότερο να εκτιµηθεί και συνήθως

σηµαντικότερη είναι η αποδοτικότητα χρόνου. Η αποδοτικότητα

χώρου είναι απλούστερη στην εκτίµηση και λιγότερο σηµαντική συνή-

θως. Γι� αυτό, εφεξής θα επικεντρώσουµε την προσοχή µας στην απο-

δοτικότητα χρόνου.

Το θέµα που τίθεται τώρα είναι πως θα µετράµε την αποδοτικότητα

χρόνου, ποιο µέτρο θα χρησιµοποιούµε για την µέτρησή της. Ένας

τρόπος θα ήταν να υλοποιήσουµε τον αλγόριθµο σε µια γλώσσα προ-

γραµµατισµού, να τον εκτελέσουµε και να µετρήσουµε την απόδοσή

του µετρώντας τον χρόνο εκτέλεσής του. Όµως µια τέτοια µέτρηση

επηρεάζουν α) η γλώσσα στην οποία θα υλοποιηθεί, β) οι ικανότητες

του προγραµµατιστή και γ) οι δυνατότητες του συγκεκριµένου H/Y

στον οποίο θα τρέξει. Εµείς όµως ενδιαφερόµαστε για κάποιο τρόπο

µέτρησης ανεξάρτητο από αυτούς τους παράγοντες.

Έτσι, για τον υπολογισµό της αποδοτικότητας ενός αλγορίθµου, στη-

ριζόµαστε σ� αυτές που ονοµάζουµε βασικές υπολογιστικές πράξεις

(basic operations) του αλγορίθµου. Πιο συγκεκριµένα, η αποδοτικό-

τητα εκτιµάται µε τον αριθµό εκτελέσεων των βασικών υπολογιστι-



κών πράξεων, χωρίς να µας ενδιαφέρει ο πραγµατικός χρόνος εκτέλε-

σής τους. Βασικές υπολογιστικές πράξεις είναι αυτές που χαρακτηρί-

ζουν τη χρονική εκτέλεση ενός αλγορίθµου. Πολλές φορές επιλέγου-

µε µια σαν βασική υπολογιστική πράξη. Π.χ. στους αλγορίθµους ανα-

ζήτησης και διάταξης θεωρούµε συνήθως σαν βασική υπολογιστική

πράξη την σύγκριση δύο στοιχείων, και εποµένως η αποδοτικότητά

τους εκτιµάται από τον αριθµό των συγκρίσεων που ενεργούνται κατά

την εκτέλεση. Αντίθετα, σ� ένα αλγόριθµο διαγραφής θεωρούµε συνή-

θως σαν βασική πράξη την µετακίνηση ενός στοιχείου, οπότε η απο-

δοτικότητα εκτιµάται από τον αριθµό των µετακινήσεων που πραγ-

µατοποιούνται. 

Είναι προφανές επίσης ότι η αποδοτικότητα εξαρτάται και από το

µέγεθος των δεδοµένων εισόδου. Π.χ. αν έχω να διαγράψω ένα στοι-

χείο από µια λίστα, ο αριθµός των µετακινήσεων που θα απαιτηθούν

για να καλυφθεί το κενό εξαρτάται εν γένει από το πλήθος των στοι-

χείων της λίστας.
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1.3.2 ™˘Ó¿ÚÙËÛË ÔÏ˘ÏÔÎfiÙËÙ·˜

Η εκτίµηση της αποδοτικότητας ενός αλγορίθµου αναφέρεται ως πολυ-
πλοκότητα του αλγορίθµου και εκφράζεται µε µια συνάρτηση πολυ-
πλοκότητας f(n), όπου n το µέγεθος/πλήθος των δεδοµένων εισόδου.
Η f(n) εκφράζει την απαίτηση του αλγορίθµου σε χρόνο εκτέλεσης.
Συνήθως µας ενδιαφέρει η εύρεση της τιµής της f(n) στις εξής περι-
πτώσεις:

(α) καλύτερη περίπτωση: η ελάχιστη τιµή της f(n)

(β) χειρότερη περίπτωση: η µέγιστη τιµή της f(n)

(γ) µέση περίπτωση: η αναµενόµενη τιµή της f(n).

Η εύρεση της τιµής της f(n) στη µέση περίπτωση στηρίζεται κάθε
φορά σε κάποια υπόθεση που κάνουµε για την κατανοµή πιθανοτήτων
των δεδοµένων εισόδου, η οποία µπορεί και να µην είναι πρακτικά
εφαρµόσιµη. Λόγω αυτού και του γεγονότος ότι η πολυπλοκότητα της
µέσης περίπτωσης είναι πολύ πιο δύσκολο να βρεθεί, στα επόµενα
κεφάλαια θα αναφερόµαστε συνήθως στις άλλες δύο περιπτώσεις,
κυρίως δε σ� αυτή της χειρότερης περίπτωσης. Εξ� άλλου, η πολυπλο-
κότητα της µέσης περίπτωσης για πολλούς αλγορίθµους είναι κλάσµα
της πολυπλοκότητας χειρότερης περίπτωσης.
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Εύρεση συνάρτησης πολυπλοκότητας από τον αλγόριθµο

Ας θεωρήσουµε τον Αλγόριθµο 1.1 και ας υπολογίσουµε τη συνάρτη-

ση πολυπλοκότητας f(n) θεωρώντας σαν κύρια υπολογιστική πράξη

την ενηµέρωση, δηλαδή την καταχώρηση (νέων) τιµών, των µεταβλη-

τών X και MIN. Εδώ δεν θεωρούµε σαν βασική υπολογιστική πράξη

και τη σύγκριση, διότι ο αριθµός των συγκρίσεων στον αλγόριθµο

αυτό είναι σταθερός, και ίσος µε n-1, σε όλες τις περιπτώσεις και επο-

µένως δεν διαφοροποιεί την εκτίµηση της πολυπλοκότητας.

(α) Η καλύτερη περίπτωση συµβαίνει όταν το µικρότερο στοιχείο είναι

πρώτο. Τότε γίνονται µόνο οι αρχικοποιήσεις των X και MIN (βήµα

1), και εποµένως είναι f(n) = 2.

(β) Η χειρότερη περίπτωση συµβαίνει όταν τα στοιχεία του πίνακα

είναι διατεταγµένα κατά φθίνουσα σειρά, οπότε κάθε σύγκριση στο

βήµα 3, πλην της πρώτης, έχει σαν αποτέλεσµα την ενηµέρωση των

X και MIN. ∆εδοµένου ότι γίνονται συνολικά n συγκρίσεις, θα

έχουµε n - 1 ενηµερώσεις για καθένα από τα X και MIN, εκτός των

αρχικοποιήσεων, δηλ. f(n) = 2 (n - 1) + 2 Þ f(n) = 2 n.

(γ) Για την ανάλυση της µέσης περίπτωσης θα θεωρήσουµε για απλό-

τητα ότι ο πίνακας έχει µόνο τρία στοιχεία, και έστω ότι α1, α2 και

α3 είναι το µικρότερο, το αµέσως µεγαλύτερο και το µεγαλύτερο

στοιχείο αντίστοιχα. Υπάρχουν τότε έξι δυνατοί τρόποι διάταξης µε

τους οποίους τα τρία στοιχεία µπορεί να υπάρχουν στον πίνακα, που

αντιστοιχούν στους 3!=6 δυνατούς συνδυασµούς των τριών στοι-

χείων. Στη συνέχεια παραθέτουµε τους έξι συνδυασµούς και τις

αντίστοιχες ενηµερώσεις:

Συνδυασµοί: α1 α2 α3 α1 α3 α2 α2 α1 α3 α2 α3 α1 α3 α1 α2 α3 α2α1

Ενηµερώσεις: 0 0 2 2 2 4

Υποθέτουµε ότι οι συνδυασµοί είναι ισοπίθανοι (αυτή είναι η υπόθε-

ση κατανοµής πιθανοτήτων δεδοµένων εισόδου), οπότε η µέση τιµή

είναι:

Ο υπολογισµός της µέσης τιµής στη γενική περίπτωση των n στοιχεί-

ων είναι έξω από τους σκοπούς αυτού του κεφαλαίου. O σκοπός αυτού

του παραδείγµατος είναι να δώσει µια γεύση του τρόπου υπολογισµού

f ( )3
0 0 2 2 2 4

6

10

6
= + + + + + =

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.5



της µέσης περίπτωσης και να δείξει και το µέγεθος της δυσκολίας του

υπολογισµού.
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Στην εύρεση της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου δεν µας ενδιαφέ-

ρει τόσο η ακριβής τιµή της όσο η τάξη µεγέθους της σε σχέση µε το

πλήθος των δεδοµένων εισόδου. Η τάξη µεγέθους της συνάρτησης

πολυπλοκότητας δηλώνεται µε το σύµβολο Ο, που διαβάζεται κεφα-

λαίο ή µεγάλο όµικρον (big-Ο), ως εξής: 

,
όπου η g(n) ονοµάζεται συνάρτηση τάξης µεγέθους, όπως π.χ. στις

εκφράσεις f(n) = Ο(1), f(n) = Ο(nlogn), f(n) = O(n2). Οι σπουδαιότε-

ρες συναρτήσεις τάξης µεγέθους παρουσιάζονται στο Σχήµα 1.2, όπου

logn (log2n) παριστάνει τον δυαδικό λογάριθµο του n, και το βέλος

υποδηλώνει τη σειρά τους κατά αύξουσα τάξη µεγέθους (για τις αντί-

στροφες των συναρτήσεων προφανώς ισχύει η αντίστροφη σειρά). Για

να πάρουµε µια ιδέα της διαφοράς τους, ας θεωρήσουµε ότι n = 1024.

Τότε logn = 10, n logn = 1024 ¥ 10 = 10.240, n2 ª 1.000.000 και 

n3 ª 1.000.000.000.

  f n O g n( ) =  ( ( ))

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.3

Mεγαλύτερη�

τάξη�

µεγέθους

Mικρότερη�

τάξη�

µεγέθους

1 logn n nlogn n
2

n
3

2
n

™¯‹Ì· 1.2

Βασικές συναρτήσεις τάξης`µεγέθους.

Η τάξη µεγέθους της f(n) βασικά εξαρτάται από τον επικρατούντα όρο

της αναλυτικής της έκφρασης. Οι δευτερεύοντες όροι δεν µπορούν να

αλλάξουν το µέγεθος της πολυπλοκότητας. Επικρατών όρος είναι

αυτός που έχει µεγαλύτερη τάξη µεγέθους, δηλαδή δίνει µεγαλύτερες

τιµές καθώς το n αυξάνει.

Για τον αλγόριθµο της Άσκησης Αυτοαξιολόγησης 1.2 υπολογίστε
τη συνάρτηση πολυπλοκότητας θεωρώντας σαν βασικές πράξεις την
πρόσθεση και την καταχώρηση.



3 4 K E º A § A I O  1 :  E I ™ A ° ø ° H

(α) Ας υποθέσουµε ότι 

και ζητούµε να προσδιορίσουµε την τάξη µεγέθους της. Αναλύου-

µε την f(n) ως εξής: f(n) = (½) n2 + (½) n. Ο επικρατών όρος εδώ

είναι ο (½) n2 = n2/2 και εποµένως είναι: f(n) = O(n2).

(β) Έστω  , οπότε 

και τελικά

.

Εδώ ο επικρατών όρος είναι ο δεύτερος, διότι n logn < n2. Εποµέ-

νως είναι: 

Παρατηρήστε στο παράδειγµα ότι οι αριθµητικοί συντελεστές
ουσιαστικά αγνοούνται.

  
f( ) = (

1

log
n O

n n
).

  
f( ) =

8 log
n

n

n n

n

n n3

4

32 2log log
+

  
f( ) =

8 log
n

n

n n

n

n n3

4

32 2log log
+

f( ) =
8 log

n
n n

n n

+ 4

3 2 log

f( ) =
( +1)

2
n

n n

Να βρεθεί η τάξη µεγέθους των συναρτήσεων: 

α) f(n) = 5 n logn + 0.5 n2 + 10 β) f(n) = 
  

3 5 1

2

n n

n

+ +log

ÕÛÎËÛË 
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.4
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Ένας τύπος δεδοµένων καθορίζει το είδος των τιµών που µπορεί να

πάρει µια µεταβλητή, δηλαδή το πεδίο τιµών της, και τις πράξεις

που µπορούν να γίνουν στις τιµές αυτές. Σ� ένα ατοµικό τύπο δεδο-

µένων οι τιµές είναι απλές (π.χ. αριθµοί) και οι πράξεις στοιχειώδεις

(π.χ. αριθµητικές). Μια δοµή δεδοµένων είναι ένας τύπος δεδοµέ-

νων που προσδιορίζει µεταβλητές που αντιπροσωπεύουν σύνθετες

τιµές. Oι σύνθετες τιµές περιλαµβάνουν επί µέρους τιµές που ονο-

µάζονται στοιχεία ή κόµβοι και µπορεί να είναι είτε απλές τιµές είτε

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.6



άλλες σύνθετες τιµές. Μια δοµή δεδοµένων λοιπόν εκτός από το

πεδίο τιµών και τις αντίστοιχες πράξεις προσδιορίζει και το οργα-

νωτικό σχήµα των (σύνθετων) τιµών, δηλαδή τον τρόπο οργάνωσης

ή συσχετισµού των στοιχείων της δοµής. Αυτό το χαρακτηριστικό

δεν υπάρχει σ� ένα ατοµικό τύπο δεδοµένων διότι στερείται επί

µέρους τιµών και εποµένως (εσωτερικής) οργάνωσης. Το πλήθος των

στοιχείων (ή κόµβων) µιας δοµής συνιστά το µέγεθος της δοµής.

Με βάση την απλότητα της δοµής και τη µεταβλητότητα του µεγέ-

θους της κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του προγράµµατος, οι δοµές

δεδοµένων διακρίνονται σε θεµελιώδεις-στατικές (πίνακες, εγγρα-

φές) και ανώτερες-δυναµικές (λίστες, δένδρα). Επιπλέον, µε βάση

το είδος του οργανωτικού σχήµατος διακρίνονται σε γραµµικές

(πίνακες, λίστες) και µη γραµµικές (εγγραφές, δένδρα).

O αλγόριθµος είναι µια πεπερασµένη ακολουθία υπολογιστικών

βηµάτων που δίνει κάποιο επιδιωκόµενο αποτέλεσµα. Κάθε αλγό-

ριθµος περιγράφεται µε µια γλώσσα ψευδοκώδικα, δηλαδή µια

αυστηρά καθορισµένη γλώσσα που είναι όµως απλούστερη από µια

γλώσσα προγραµµατισµού υψηλού επιπέδου και µας αποδεσµεύει

από µη αναγκαίες λεπτοµέρειες.

Οι αλγόριθµοι χρησιµοποιούνται ως µέσα περιγραφής της υλοποίη-

σης µιας δοµής δεδοµένων, η οποία κυρίως αναφέρεται στην υλο-

ποίηση των πράξεων στη δοµή. Είναι δυνατόν να υπάρχουν περισ-

σότεροι του ενός αλγόριθµοι υλοποίησης µιας πράξης. Η σύγκρισή

τους στηρίζεται κυρίως στην εκτίµηση της αποδοτικότητάς χρόνου

που εκφράζεται µε τη συνάρτηση πολυπλοκότητας. Στον προσδιο-

ρισµό της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου δεν µας ενδιαφέρει τόσο

η ακριβής τιµή της όσο η τάξη µεγέθους της.

3 5™ Y N O æ H

Οδηγός για περαιτέρω µελέτη

Μια περισσότερο αναλυτική παρουσίαση του θέµατος της πολυπλο-

κότητας αλγορίθµων µπορείτε να βρείτε στην παρακάτω βιβλιογραφία:

1. M. Main and W. Savitch, Data Structures and Other Objects,

Benjamin/Cummings, 1995. 

Στην ενότητα 1.2 γίνεται µια εισαγωγή στο θέµα της χρονικής
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πολυπλοκότητας αλγορίθµων και του συµβολισµού Ο, ενώ στην

10.1 γίνεται µια αναλυτικότερη παρουσίαση του θέµατος.

2. C. A. Shaffer, A Practical Introduction to Data Structures and

Algorithm Analysis, Prentice Hall, 1997. 

Το κεφάλαιο 3 του βιβλίου αναφέρεται µε αυστηρό, αναλυτικό και

συστηµατικό τρόπο στην ανάλυση αλγορίθµων. Γίνεται χρήση,

πέραν του συµβολισµού Ο, και των συµβολισµών Ω και Θ. Παρου-

σιάζονται επίσης υπολογισµοί χρονικής πολυπλοκότητας συχνά

χρησιµοποιούµενων τµηµάτων αλγορίθµων. Τέλος, αναφέρεται και

στην  πολυπλοκότητα χώρου των αλγορίθµων.

3. T. A. Standish, Data Structures, Algorithms and Software Principles,

Addison-Wesley, 1994.

Στις ενότητες 6.1 ως και 6.4 το βιβλίο αυτό παρουσιάζει αναλυτι-

κά το θέµα της χρονικής ανάλυσης αλγορίθµων µε ιδιαίτερη έµφα-

ση στην έννοια και χρήση του συµβολισµού Ο και την εύρεση της

τάξης µεγέθους από την αναλυτική έκφραση της συνάρτησης πολυ-

πλοκότητας.

4. M. A. Weiss, Data Structures and Algorithm Analysis, Benjamin/

Cummings, 2nd Edition, 1995. 

Το κεφάλαιο 2 του βιβλίου αναπτύσσει αυστηρά, αναλυτικά και

συστηµατικά το θέµα της χρονικής ανάλυσης αλγορίθµων µε τη

χρήση όχι µόνο του συµβολισµού Ο, αλλά και των συµβολισµών

Ω και Θ, που είναι δύο άλλοι συµβολισµοί που χρησιµοποιούνται

στα πλαίσια της χρονικής ανάλυσης αλγορίθµων. Παρουσιάζονται

κανόνες υπολογισµού της πολυπλοκότητας χρόνου καθώς και τρό-

ποι µείωσής της.
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Ο σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να σας παρουσιάσει τις δύο θεµε-

λιώδεις δοµές δεδοµένων, �πίνακας� και �εγγραφή�. Η παρουσίαση

αφορά τους ορισµούς, τους τύπους, την αναπαράσταση και τις πράξεις

στις δοµές αυτές, κυρίως όσον αφορά στους πίνακες.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ∞ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν θα έχετε µελετήσει το κεφάλαιο αυτό, θα είστε σε θέση να:

� εξηγείτε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της δοµής του πίνακα,

� βρίσκετε τη συνάρτηση απεικόνισης ενός πίνακα,

� υπολογίζετε τη διεύθυνση ενός τυχαίου στοιχείου ενός πίνακα από

τη συνάρτηση απεικόνισης,

� βρίσκετε τη συνάρτηση απεικόνισης και τον τρόπο υλοποίησης ενός

ειδικού πίνακα όταν δίνεται ο τρόπος αναπαράστασής του,

� εξηγείτε την εφαρµογή των αλγορίθµων γραµµικής και δυαδικής

αναζήτησης σε συγκεκριµένους πίνακες,

� σχεδιάζετε παραλλαγές των βασικών αλγορίθµων γραµµικής και

δυαδικής αναζήτησης,

� σχεδιάζετε αλγορίθµους αναζήτησης που χρησιµοποιούν πίνακες

εγγραφών.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

� Μονοδιάστατος πίνακας

� Σύνολο δεικτών

� Μεταβλητή µε δείκτη

� ∆οµή Τυχαίας προσπέλασης

� Αναπαράσταση πίνακα
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� Συνάρτηση απεικόνισης πίνακα

� ∆ιεύθυνση βάσης

� ∆ισδιάστατος πίνακας

� ∆ιάταξη κατά γραµµές

� ∆ιάταξη κατά στήλες

� Πολυδιάστατος πίνακας

� Ειδικός πίνακας

� Συµµετρικός πίνακας

� Τριγωνικός πίνακας

� Τριδιαγώνιος πίνακας

� Γραµµική αναζήτηση

� ∆υαδική αναζήτηση

� Εγγραφή

� Πεδία εγγραφής

� Πίνακες εγγραφών

∂ÓfiÙËÙÂ˜ KÂÊ·Ï·›Ô˘ 2

2.1 Πίνακες

2.2 Αναζήτηση σε πίνακες

2.3 Εγγραφές

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στην πρώτη ενότητα αυτού του κεφαλαίου εξετάζονται οι πίνακες,

µονοδιάστατοι και δισδιάστατοι, όσον αφορά κυρίως την αναπαρά-

στασή τους στην µνήµη του H/Y. Επίσης, γίνεται µια σύντοµη αναφο-

ρά στους πολυδιάστατους και στους ειδικούς πίνακες. Οι πίνακες είναι

από τις πιο βασικές δοµές δεδοµένων.

Στη δεύτερη ενότητα, αναφερόµαστε στο θέµα της αναζήτησης ενός

στοιχείου σ' ένα (µονοδιάστατο) πίνακα. Εξετάζουµε δύο βασικές µεθό-

δους, τη γραµµική αναζήτηση (για µη διατεταγµένους πίνακες) και τη



δυαδική αναζήτηση (για διατεταγµένους πίνακες). Οι βασικοί αλγό-

ριθµοι που παρουσιάζονται εδώ, µπορούν να χρησιµοποιηθούν και σε

άλλες δοµές, όπως οι λίστες, µε τις απαιτούµενες συντακτικές κυρίως

αλλαγές. Η λογική παραµένει η ίδια.

Τέλος, στην τρίτη ενότητα παρουσιάζουµε βασικά στοιχεία της δοµής

'εγγραφή'. Οι εγγραφές, συχνά αποτελούν στοιχεία άλλων δοµών. Στην

περίπτωση του πίνακα, η παραγόµενη δοµή ονοµάζεται «πίνακας

εγγραφών», στην οποία αναφερόµαστε εν συντοµία.

3 9¶ I N A K E ™

2.1 ¶›Ó·ÎÂ˜

2.1.1 ªÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜ ›Ó·Î·˜

Ο µονοδιάστατος πίνακας (array)[1], όπως αναφέρθηκε και στην εισα-
γωγή του κεφαλαίου 1, είναι µια θεµελιώδης δοµή δεδοµένων που
υπάρχει ενσωµατωµένη σε όλες σχεδόν τις γλώσσες προγραµµατισµού
υψηλού επιπέδου. Πριν αναφερθούµε λοιπόν στις ανώτερες δοµές, κρί-
νουµε σκόπιµο να αναφερθούµε στον πίνακα, δεδοµένου ότι αποτελεί
τη βάση υλοποίησης για πολλές από τις ανώτερες δοµές.

Πίνακας είναι µια συλλογή ενός πεπερασµένου πλήθους στοιχείων του
ίδιου τύπου, που ονοµάζεται τύπος βάσης (base type). Λόγω της τελευ-
ταίας ιδιότητας, λέµε ότι ένας πίνακας αποτελεί µια οµογενή δοµή
(homogeneous structure). Κάθε πίνακας σχετίζεται µε ένα σύνολο δει-
κτών (index set) I, που αποτελείται από τόσους δείκτες όσα και τα
στοιχεία του πίνακα. Οι δείκτες είναι και αυτοί ίδιου τύπου δεδοµέ-
νων, που ονοµάζεται τύπος δείκτη (index type). Κάθε δείκτης αντι-
στοιχεί σ� ένα και µόνο ένα στοιχείο του πίνακα. �

Παρόλο που οι δείκτες δεν είναι απαραίτητα ακέραιοι αριθµοί, εφε-
ξής, για λόγους απλότητας και δεδοµένου ότι δε βλάπτεται η γενικό-
τητα, θα θεωρούµε δείκτες µόνο ακεραίους και µάλιστα διαδοχικούς.
Σ� αυτή την περίπτωση, οι δείκτες είναι συνήθως διατεταγµένοι.

Έστω, πίνακας (ή µεταβλητή τύπου πίνακα) Α και το αντίστοιχο σύνο-
λο δεικτών Ι = {1, 2, �, n}. Θα αναφερόµαστε στα στοιχεία ενός
τέτοιου πίνακα µε τα σύµβολα Α1, Α2, �, Αn. Το Αk, όπου k �  Ι, λει-

� Ένας µονοδιάστατος πίνα-

κας ορίζεται από ένα σύνολο

Α µε πεπερασµένο πλήθος N

στοιχείων κοινού τύπου δεδο-

µένων (τύπος βάσης) και από

ένα σύνολο δεικτών Ι κοινού

τύπου δεδοµένων (τύπος δεί-

κτη) τέτοιο, ώστε υπάρχει µια

αµφιµονοσήµαντη αντιστοι-

χία µεταξύ των στοιχείων του

Ι και των στοιχείων του Α.

[1] Στην ξένη βιβλιογραφία χρησιµοποιείται και ο όρος  �table�, ως γενικότερος
όµως του �array� .
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τουργεί σαν µια µεταβλητή µε τύπο τον τύπο βάσης του πίνακα και
ονοµάζεται µεταβλητή µε δείκτη (indexed variable), ενώ το k ονοµά-
ζεται δείκτης (index) και είναι τύπος δείκτη. Θυµηθείτε ότι ο αντί-
στοιχος συµβολισµός στην αλγοριθµική µας γλώσσα είναι Α[Κ]. 

Στη γενική περίπτωση, το σύνολο δεικτών ενός πίνακα είναι
Ι = {nl, �, nu}, όπου nl < nu. Τα nl και nu καλούνται αντίστοιχα κάτω
όριο (lower bound) και πάνω όριο (upper bound) δείκτη. Το µέγεθος
του πίνακα Ν µπορεί να υπολογιστεί, αν είναι γνωστά αυτά τα όρια,
από τον παρακάτω τύπο:

Ν = nu - nl + 1. (2.1)

Παρατηρήστε ότι αν nl = 1, τότε Ν = nu = n.

Το πεδίο τιµών ενός πίνακα µεγέθους Ν είναι ένα σύνολο που περι-

λαµβάνει πλειάδες µήκους Ν, που είναι όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί

τιµών των Ν στοιχείων του πίνακα. Οι βασικές πράξεις σ� ένα πίνακα

είναι αυτές που αναφέραµε στο Παράδειγµα 1.3 στο κεφάλαιο 1, δηλα-

δή η προσπέλαση (access) ή ανάκτηση (retrieval) ενός στοιχείου και η

καταχώρηση (assignment) ή ενηµέρωση (update) ενός στοιχείου. Στην

αλγοριθµική µας γλώσσα, αυτές οι πράξεις εκφράζονται ως εξής (όπου

Χ είναι µια µεταβλητή):

Χ ¨̈Α[Κ] (προσπέλαση ή ανάκτηση του στοιχείου µε δείκτη Κ)

Α[Κ] ¨̈ Χ (καταχώρηση ή ενηµέρωση του στοιχείου µε δείκτη Κ).

Κάθε γλώσσα προγραµµατισµού έχει το δικό της τρόπο για τη δήλω-

ση (δηµιουργία) ενός πίνακα. Πάντως, κάθε τέτοια δήλωση πρέπει να

περιλαµβάνει τρία στοιχεία: (α) το όνοµα του πίνακα, (β) τον τύπο

βάσης του πίνακα και (γ) το σύνολο (ή τον τύπο) δεικτών του πίνακα.

Στο παράδειγµα 3, στο προηγούµενο κεφάλαιο, είδαµε πώς δηλώνου-

µε ένα πίνακα στην Pascal µε τα εξής στοιχεία: όνοµα �vec�, τύπο στοι-

χείων �real� και σύνολο δεικτών Ι = {1, 2}.

Το µέγεθος ενός πίνακα συνήθως παραµένει σταθερό κατά τη διάρ-

κεια εκτέλεσης ενός προγράµµατος, γι� αυτό και ο πίνακας αποτελεί

στατική δοµή. Θυµηθείτε ότι για το ίδιο ζήτηµα αναφερθήκαµε στην

υποενότητα «1.1.4 Κατηγορίες ∆οµών ∆εδοµένων». Στις περισσότε-

ρες γλώσσες υψηλού επιπέδου (π.χ., Pascal, C), το µέγεθος ενός πίνα-

κα καθορίζεται στατικά, κατά τη µετάφραση του προγράµµατος.

Υπάρχουν όµως και γλώσσες που επιτρέπουν τον καθορισµό του µεγέ-



θους ενός πίνακα και δυναµικά, δηλαδή κατά την εκτέλεση του προ-

γράµµατος µέσω µιας µεταβλητής (π.χ. Lisp). Και στις δύο περιπτώ-

σεις όµως, το µέγεθος ενός πίνακα παραµένει σταθερό µετά τον καθο-

ρισµό του.

Ένα από τα βασικά χαρακτηριστικά ενός πίνακα είναι ότι είναι µια

δοµή τυχαίας προσπέλασης, δηλαδή ο χρόνος εντοπισµού (προσπέλα-

σης) ενός στοιχείου του είναι ανεξάρτητος από τη θέση του στοιχείου

στον πίνακα. Αυτό είναι µια ιδιότητα µοναδική για τους πίνακες που

δεν υπάρχει σε άλλες δοµές. 

2.1.2 ∞Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙÔ˘ ›Ó·Î·

Για να είναι δυνατό να επιτευχθεί τυχαία προσπέλαση στα στοιχεία

ενός πίνακα πρέπει να υπάρχει ένας τρόπος υπολογισµού της διεύ-

θυνσης της θέσης µνήµης κάθε στοιχείου µε βάση µόνο το δείκτη του

στοιχείου, ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα στοιχεία. Ας θεωρήσουµε ένα

πίνακα Α µε Ι = {nl, �, nu}.

Θυµηθείτε, από την υποενότητα «1.1.5 Υλοποίηση ∆οµών ∆εδοµέ-

νων», ότι η µνήµη ενός H/Y θεωρείται σαν ένα σύνολο θέσεων µνή-

µης (bytes) µε διαδοχικές διευθύνσεις. Τα στοιχεία ενός πίνακα απο-

θηκεύονται σε γειτονικές (διαδοχικές) θέσεις µνήµης. Κάθε στοιχείο

ενός πίνακα καταλαµβάνει εν γένει L θέσεις µνήµης. Το L καλείται

µήκος στοιχείου (element length) του πίνακα και εξαρτάται από τον

τύπο των στοιχείων του πίνακα και τη γλώσσα υλοποίησης. Ας θεω-

ρήσουµε τη διεύθυνση της πρώτης θέσης µνήµης του πρώτου στοι-

χείου του πίνακα, που καλείται διεύθυνση βάσης (base address) του

πίνακα, και ας τη συµβολίσουµε µε bA. Τότε, το πρώτο στοιχείο του

πίνακα θα αποθηκευτεί σε L θέσεις µνήµης µε διευθύνσεις

bA , bA + 1, bA + 2, �, bA + L-1.

Εποµένως, η διεύθυνση της πρώτης θέσης του δεύτερου στοιχείου,
που θα είναι η αµέσως επόµενη από την τελευταία του πρώτου στοι-
χείου, θα είναι bA + L, αυτής του τρίτου στοιχείου θα είναι bA + 2L, του
τέταρτου bA + 3L κ.ο.κ., όπου οι συντελεστές 1, 2, 3, � του L εκφρά-
ζουν τον αριθµό των στοιχείων του πίνακα που προηγούνται των στοι-
χείων µε δείκτες nl + 1, nl + 2, nl + 3, � αντίστοιχα. (δηλαδή
1 = ((nl +1) - nl ), 2 = ((nl + 2) - nl ), 3 = ((nl + 3) - nl ), �). Άρα, κατ�
αντιστοιχία, η διεύθυνση της πρώτης θέσης µνήµης του στοιχείου µε
δείκτη i (nl £  i £  nu) θα είναι bA + (i - nl) L, αφού υπάρχουν (i - nl)

4 1¶ I N A K E ™
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στοιχεία πριν το στοιχείο µε δείκτη i, δηλαδή έχουν καταληφθεί (i -
nl) L θέσεις από αυτά ξεκινώντας από τη θέση bA. Εποµένως, η διεύ-
θυνση loc(Ai) του πρώτου byte του στοιχείου µε δείκτη i του πίνακα
Α είναι: 

loc (Ai) = bA + (i - nl) L (2.2)

που µπορεί να γραφεί και ως

(2.3)

όπου

(2.4)

Από την σχέση (2.3) είναι φανερό ότι η διεύθυνση του στοιχείου µε

δείκτη i είναι µια γραµµική συνάρτηση του i. Η σχέση αυτή αποτελεί

τη συνάρτηση απεικόνισης πίνακα (array mapping function) ή συντο-

µογραφικά ΣΑΠ (AMF). Τα c0, c1 είναι οι σταθερές ΣΑΠ και υπολογί-

ζονται εσωτερικά από τον µεταφραστή της γλώσσας υλοποίησης για

κάθε πίνακα.

Παρατηρήστε ότι ο χρόνος υπολογισµού της loc (Αi) είναι ο ίδιος για

κάθε i, δεδοµένου ότι µετά τον υπολογισµό των c0 και c1 απαιτούνται

ένας πολλαπλασιασµός (c1L) και µια πρόσθεση (c0 + c1L) για τον υπο-

λογισµό της διεύθυνσης οποιουδήποτε στοιχείου του πίνακα. Εποµέ-

νως, αν δοθεί ο δείκτης i µπορούµε να προσπελάσουµε το περιεχόµε-

νο του Αi χωρίς να περάσουµε από κανένα άλλο στοιχείο του Α.

c b n L c L0 A 1 1 =   -  ,    =  

loc A c c ii ( ) =   +  0 1

Καθορισµός χαρακτηριστικών, εύρεση ΣΑΠ και διεύθυνσης στοιχείου

µονοδιάστατου πίνακα.

Ας υποθέσουµε ότι µια υπηρεσία του Υπουργείου Παιδείας για να

καταχωρήσει τον αριθµό των µαθηµατικών που διορίστηκαν στη µέση

εκπαίδευση για κάθε έτος από το 1956 ως το 1998 χρησιµοποιεί ένα

πίνακα ΜΑΤΗ. Στην περίπτωση αυτή, είναι χρήσιµο να θεωρήσουµε

σαν σύνολο δεικτών του πίνακα το Ι = {1956, 1957, �, 1998}. Έτσι,

το στοιχείο ΜΑΤΗ1965 παριστάνει το πλήθος των µαθηµατικών που

διορίστηκαν το έτος 1965. Το µέγεθος του πίνακα υπολογίζεται από

τον τύπο 2.1 ως εξής:

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.1



Ν = nu � nl + 1 = 1998-1956 + 1 = 43 στοιχεία.

Αν µας δίνεται ότι το µήκος στοιχείου του πίνακα είναι L = 2 θέσεις
µνήµης (bytes) και ότι η διεύθυνση βάσης είναι bMATH = 500, τότε αυτό
σηµαίνει ότι loc(ΜΑΤΗ1956) = 500, loc(ΜΑΤΗ1957) = 502,
loc(ΜΑΤΗ1958) = 504 κ.ο.κ., δηλαδή η διεύθυνση του πρώτου byte µνή-
µης που καταλαµβάνουν τα στοιχεία ΜΑΤΗ1956, ΜΑΤΗ1957, ΜΑΤΗ1958

κ.ο.κ. είναι 500, 502, 504 κ.ο.κ. Η κατάσταση της περιοχής της µνή-
µης που χρησιµοποιεί ο πίνακας απεικονίζεται στο σχήµα 2.1α. 

Για να βρούµε τη ΣΑΠ υπολογίζουµε τις σταθερές της από τους

τύπους (2.4),

c0 = 500 - 1956 ¥  2 = -3412, c1 = 2

οπότε η ΣΑΠ (τύπος 2.3) είναι 

loc(ΜΑΤΗi) = -3412 + 2 i .

Η διεύθυνση της πρώτης θέσης µνήµης του στοιχείου του πίνακα

ΜΑΤΗ που αναφέρεται στο έτος π.χ. 1985 υπολογίζεται από τη ΣΑΠ

για i = 1985: 

loc(ΜΑΤΗ1985) = -3412 + 2 ¥  1985 = 558.

Στο σχήµα 2.1β παρουσιάζεται ένας τρόπος γραφικής απεικόνισης

ενός µονοδιάστατου πίνακα, εδώ του ΜΑΤΗ µε κάποιες εικονικές τιµές

στοιχείων.

4 3¶ I N A K E ™

™¯‹Ì· 2.1

(α) Αναπαράσταση του πίνακα

ΜΑΤΗ στη µνήµη (β) Απεικόνιση

του πίνακa MATH

.�

.�

.

.�

.�

.

500�

501�

502�

503�

504�

505�

506�
.�
.�
.

MATH 1956

MATH1957

MATH1958

(α)

.�

.�

.

25�

38�

45�

41

122�

115

1956�

1957�

1958�

1959�

.�

.�

.�

1997�

1998

MATH 

(β)

�
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Με βάση το µέχρι τώρα περιεχόµενο αυτής της υποενότητας, εξη-

γήστε σε λιγότερο από µια σελίδα τους εξής χαρακτηρισµούς ενός

πίνακα: α) οµογενής δοµή β) δοµή τυχαίας προσπέλασης, γ) στα-

τική δοµή και δ) γραµµική δοµή. Για τα δύο τελευταία, ανατρέξτε

για βοήθεια και στην υποενότητα «1.1.4 Κατηγορίες ∆οµών ∆εδο-

µένων». Τη δική µας συνοπτική απάντηση θα τη βρείτε στο τέλος

του βιβλίου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.1

2.1.3 ¢ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙÔÈ ›Ó·ÎÂ˜

� Ένας δισδιάστατος πίνακας (two-dimensional array) είναι ένα

σύνολο πεπερασµένου πλήθους στοιχείων του ίδιου τύπου, όπου κάθε

στοιχείο προσδιορίζεται από ένα ζεύγος δεικτών. ∆ηλαδή, το σύνο-

λο δεικτών Ι ενός δισδιάστατου πίνακα είναι ένα σύνολο διατεταγ-

µένων ζευγών (θεωρούµε ακεραίων) δεικτών ή µε άλλα λόγια το καρ-

τεσιανό γινόµενο δύο συνόλων (θεωρούµε ακεραίων) δεικτών, 

Ι = Ι1 ¥  Ι2. Τα πλήθη των στοιχείων Ν1 και Ν2 των Ι1 και Ι2 αντίστοι-

χα καλούνται διαστάσεις (dimensions) του πίνακα, και λέµε ότι ο

πίνακας είναι διαστάσεων Ν1 ¥  Ν2. Προφανώς, το µέγεθος του πίνα-

κα είναι Ν = Ν1 ¥  Ν2.

Ας θεωρήσουµε ένα δισδιάστατο πίνακα Α διαστάσεων Ν1 ¥  Ν2, µε 

Ι1 = {1, 2, �, } και Ι2 = {1, 2, �, }, οπότε Ν1 = και

Ν2 = Τότε, θα αναφερόµαστε στα στοιχεία του πίνακα αυτού µε

τα σύµβολα Α1,1, Α1,2, �, Α2,1, Α2,2, � . Για καλύτερη εποπτεία και

κατανόηση των δύο διαστάσεων, απεικονίζουµε ένα δισδιάστατο πίνα-

κα διαστάσεων 3¥4, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.2. 

  nu 2

  nu1  nu 2  nu1

� Ένας δισδιάστατος πίνα-

κας ορίζεται από ένα σύνολο

Α µε πεπερασµένο πλήθος N

στοιχείων κοινού τύπου δεδο-

µένων και από ένα σύνολο

ζευγών δεικτών Ι = Ι1 ¥  Ι2
τέτοιο, ώστε υπάρχει µια

αµφιµονοσήµαντη αντιστοι-

χία µεταξύ των στοιχείων του

Ι και των στοιχείων του Α.

A 1,1�

A 2,1�

A 2,3

A1,2�

A2,2�

A3,2

A 1,3�

A 2,3�

A 3,3

A 1,4�

A 2,4�

A 3,4

Στήλη

Γραµµή
™¯‹Ì· 2.2.

∆ισδιάστατος πίνακας

διαστάσεων 3 ¥  4.

Με βάση αυτή την απεικόνιση διακρίνουµε σ� ένα δισδιάστατο πίνα-

κα γραµµές (rows), δηλαδή οριζόντιες συλλογές στοιχείων, και στήλες

(columns), δηλαδή κατακόρυφες συλλογές στοιχείων. Ο παραπάνω

πίνακας Α έχει 3 γραµµές και 4 στήλες, που αντιστοιχούν στις δια-

στάσεις του πίνακα. Κάθε ζεύγος δεικτών προσδιορίζει ένα και µόνο



ένα στοιχείο του πίνακα. Γενικά το σύµβολο Αi,j, όπου i �  I1 (1£ i £
Ν1) και j�I2 (1£ j £ Ν2), παριστάνει το στοιχείο που ορίζεται από την

γραµµή i και την στήλη j ή, µε άλλες λέξεις, το στοιχείο που βρίσκε-

ται στη θέση j της γραµµής i ή, µε άλλες λέξεις, το στοιχείο που βρί-

σκεται στη θέση i της στήλης j.
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2.1.4 ∞Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙÔ˘ ›Ó·Î·

Η αναπαράσταση ενός δισδιάστατου πίνακα διαστάσεων Ν1 ¥  Ν2 στη

µνήµη του H/Y µπορεί να γίνει κατά δύο τρόπους: (α) µε βάση τις στή-

λες του, οπότε ονοµάζεται διάταξη κατά στήλες (column-major order),

(β) µε βάση τις γραµµές του, οπότε ονοµάζεται διάταξη κατά γραµµές

(row-major order). Οι δύο µέθοδοι απεικονίζονται στο σχήµα 2.3,

όπου θεωρούµε ότι κάθε ορθογώνιο κελί αντιστοιχεί σε τόσες θέσεις

µνήµης όσο και το µήκος στοιχείου του πίνακα.

™¯‹Ì· 2.3.

Αναπαράσταση δισδιάστατου πίνα-

κα στη µνήµη H/Y

(α)κατά στήλες, (β) κατά γραµµές

Ένας δισδιάστατος πίνακας, όπως και ένας µονοδιάστατος, αποθη-
κεύεται σε γειτονικές θέσεις µνήµης, ώστε ο H/Y δεν είναι υποχρεω-
µένος να κρατά τις διευθύνσεις όλων των στοιχείων του, αλλά µόνο
του πρώτου στοιχείου του πίνακα, δηλαδή τη διεύθυνση της πρώτης
θέσης µνήµης που καταλαµβάνει το στοιχείο Α1,1 που, όπως και στην

.�

.�

.

A1,1�

A2,1�

A3,1�

A2,1�

A2,2�

A3,2�

.�

.�

.

Στήλη 1

Στήλη 2

Γραµµή 1

Γραµµή 2

(α)

.�

.�

.

A1,1�

A1,2�

A1,3�

A1,4�

A2,1�

A2,2�

.�

.�

.

(β)



περίπτωση του µονοδιάστατου πίνακα, ονοµάζεται διεύθυνση βάσης
και τη συµβολίζουµε µε bA. Αν θεωρήσουµε ένα δισδιάστατο πίνακα
Α µε Ι1 = { , �, } και Ι2 = { , �, }, οι συναρτήσεις απει-
κόνισης για τους δύο τρόπους αναπαράστασής του αποδεικνύεται, µε
βάση παρόµοιο συλλογισµό µε αυτόν στην περίπτωση του µονοδιά-
στατου πίνακα, ότι είναι οι εξής:

∆ιάταξη κατά στήλες

loc(Ai,j) = bA + (Ν1 (j - ) + (i - )) L (2.5)

η οποία µπορεί να γραφεί

(2.6)

όπου

(2.7)

οι σταθερές ΣΑΠ, και ως γνωστόν Ν1 = nu1 - nl1 + 1. 

∆ιάταξη κατά γραµµές

loc(Ai,j) = bA + (Ν2 (i - ) + (j - )) L (2.8)

η οποία µπορεί να γραφεί

(2.9)

όπου

(2.10)

και ως γνωστόν Ν2 = - + 1. 

Aς σηµειωθεί ότι, η διεύθυνση ενός στοιχείου είναι γραµµική συνάρ-
τηση των δεικτών i, j, σχέσεις (2.6) και (2.9). Επίσης, ότι ο χρόνος
υπολογισµού είναι ανεξάρτητος από το συγκεκριµένο ζεύγος δεικτών.

Ένας άλλος τρόπος υπολογισµού της θέσης ενός στοιχείου πίνακα
στη µνήµη του H/Y, εκτός της συνάρτησης απεικόνισης, είναι ο πίνα-
κας προσπέλασης (access table), που είναι λιγότερο χρονοβόρος,
αλλά απαιτεί περισσότερο χώρο µνήµης. Για περισσότερες λεπτο-
µέρειες, αναφερθείτε στον οδηγό για περαιτέρω µελέτη, στο τέλος
του κεφαλαίου.

  nl2  nl2

c N L c L c b c n c nA l l1 2 2 0 1 21 2
= ,   = ,   = - -

loc A c c i c ji j( ) = + +  , 0 1 2

  nl2  nl1

c L c N L c b c n c nA l l1 2 1 0 1 21 2
 =  ,    =  ,   =  - -

loc A c c i c ji j( ) = + +  , 0 1 2

  nl1  nl2

  nl2  nl2  ni1  ni1

4 6 K E º A § A I O  2 :  ¶ I N A K E ™  K A I  E ° ° PA º E ™
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Καθορισµός χαρακτηριστικών, εύρεση ΣΑΠ και διεύθυνσης στοιχείου
δισδιάστατου πίνακα

Σ� ένα τµήµα 15 µαθητών δόθηκαν τέσσερα διαγωνίσµατα, τα αποτε-
λέσµατα των οποίων (βαθµοί) παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα.

Για την αποθήκευσή τους χρησιµοποιούµε ένα δισδιάστατο πίνακα
ΒΑΤΗ διαστάσεων 15 ¥  4 (Ν1 = 15, Ν2 = 4), µε Ι1 = {1, 2, � , 15} και
Ι2 = {1, �,4}. Κάθε ακέραιος στο Ι1 αντιπροσωπεύει ένα µαθητή, ενώ
κάθε ακέραιος στο Ι2 ένα διαγώνισµα. Κάθε στοιχείο του πίνακα παρι-
στάνει το βαθµό κάποιου µαθητή σε κάποιο διαγώνισµα. Π.χ., το
ΒΑΤΗ5,3 παριστάνει το βαθµό του µαθητή 5 στο διαγώνισµα 3. Συνο-
λικά, ο πίνακας έχει 15 ¥  4 = 60 στοιχεία.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.2

Οι γλώσσες υψηλού επιπέδου δεν χρησιµοποιούν όλες τον ίδιο τρόπο
αποθήκευσης των δυσδιάστατων πινάκων. Π.χ., η C και η πλειονότη-
τα των γλωσσών υψηλού επιπέδου χρησιµοποιούν την αποθήκευση
κατά γραµµές, ενώ η FORTRAN την κατά στήλες.

15�

12�

17

.�

.�

.

14

11�

14�

16

.�

.�

.

18

13�

15�

14

.�

.�

.

15

14�

12�

13

.�

.�

.

13

1 2 3 4

1�

2�

3

.�

.�

.

15

�

∆ιαγωνίσµατα

Mαθητές Bαθµοί

Αν µας δίνεται ότι η διεύθυνση βάσης του πίνακα είναι bΒΑΤΗ = 300,

το µήκος στοιχείου του πίνακα L = 3 και ότι η αποθήκευση γίνεται

κατά γραµµές, τότε η ΣΑΠ προκύπτει από τον τύπο (2.9), αφού υπο-

λογιστούν οι σταθερές από τους τύπους (2.10):

c1 = Ν2L = 3 ¥  3 = 9, 
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2.1.5 ¶ÔÏ˘‰È¿ÛÙ·ÙÔÈ ›Ó·ÎÂ˜

Γενικά, σ� έναν πολυδιάστατο πίνακα (multidimensional array) m δια-

στάσεων Ν1 ¥  Ν2 ¥  � ¥  Νm, κάθε στοιχείο του συνόλου Α προσδιορί-

ζεται από µια m-άδα δεικτών, δηλαδή είναι Ι = Ι1 ¥  Ι2 ¥  � ¥  Ιm. Η ΣΑΠ

είναι κι εδώ γραµµική συνάρτηση των m δεικτών. Π.χ., στην περί-

πτωση της διάταξης κατά γραµµές αποδεικνύεται ότι είναι

(2.11)

όπου

(2.12)

Οι διάφορες γλώσσες προγραµµατισµού, στην καλύτερη περίπτωση,

προσφέρουν πίνακες µέχρι και επτά διαστάσεις.

Οι υπολογισµοί των διευθύνσεων των στοιχείων ενός πίνακα, είτε

µονοδιάστατου είτε δισδιάστατου είτε πολυδιάστατου, γίνονται από

τον µεταφραστή της συγκεκριµένης γλώσσας µε βάση τις αντίστοιχες

ΣΑΠ, χωρίς να απαιτείται κάποια µέριµνα από τον προγραµµατιστή.

Οι παραπάνω συναρτήσεις είναι χρήσιµες σ� έναν προγραµµατιστή,

αν χρειαστεί να προγραµµατίσει σε γλώσσα χαµηλού επιπέδου (π.χ.

Assembly).

Για τον απαιτούµενο χειρισµό ενός πίνακα, ο µεταφραστής πρέπει να

έχει ανά πάσα στιγµή διαθέσιµες όλες τις απαραίτητες πληροφορίες

γι�αυτόν. Έτσι, για κάθε πίνακα δηµιουργείται ένας περιγραφέας πίνα-

κα (array descriptor), που κρατά τις ακόλουθες πληροφορίες: α) το

όνοµα του πίνακα, β) τον τύπο βάσης, γ) το µήκος στοιχείου, δ) τη

διεύθυνση βάσης, ε) το κάτω και πάνω όριο δείκτη για κάθε διάστα-

ση και στ) τις σταθερές της ΣΑΠ.

c L

c N c i m

c b c n c n c n
l l i

A l l m lm

m

0

=

=    για  = 2,  ...,   

= -  - - ... -   .

-1

1 21 2

  loc A c c i c i c ii i im m m( ,  ,...,  ) =  + + + ...+  
1 2 0 1 1 2 2

c2 = L = 3, c0 = bA � c1 � c2 = 300 - 9 ¥  1 - 3 ¥  1 = 288

loc(ΒΑΤΗi,j) = 288 + 9i + 3j

Αν θέλουµε τώρα να βρούµε τη διεύθυνση του πρώτου byte του στοι-
χείου ΒΑΤΗ12,3, υπολογίζουµε την τιµή της ΣΑΠ για i = 12 και j = 3:

loc(ΒΑΤΗ12,3) = 288 + 9 ¥  12+ 3 ¥  3 = 288 + 108 + 9 = 405.

  nl2  nl1
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Μια αθλητική οµοσπονδία παρακολούθησε 5 αθλητές στίβου του

ίδιου αθλήµατος από το 1988 ως το 1997. Οι αθλητές συµµετείχαν

κάθε χρόνο σε 3 συγκεκριµένους αγώνες. Οι επιδόσεις των αθλητών

καταχωρήθηκαν σ� ένα πίνακα Η.

α) Να ορίσετε τα χαρακτηριστικά του πίνακα (σύνολα δεικτών, δια-

στάσεις, πλήθος στοιχείων)

β) Να βρείτε τη συνάρτηση απεικόνισης του πίνακα, αν bH = 200, 

L = 2 και η αποθήκευση στη γλώσσα υλοποίησης γίνεται κατά

γραµµές.

γ) Να υπολογίσετε τη διεύθυνση του στοιχείου που αντιπροσωπεύει

την επίδοση του αθλητή 3, το έτος 1990 στον αγώνα 2.

ÕÛÎËÛË 
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.1

2.1.6 ∂È‰ÈÎÔ› ›Ó·ÎÂ˜
Υπάρχουν ορισµένοι πίνακες που χαρακτηρίζονται σαν ειδικοί, λόγω

κάποιας χαρακτηριστικής ιδιότητας που έχουν. Αυτοί οι πίνακες είναι

δυνατόν να αποθηκευθούν στη µνήµη του Η/Υ µε ιδιαίτερο τρόπο, που

έχει σαν αποτέλεσµα σηµαντική µείωση του χώρου αποθήκευσης σε

σχέση µε τους κανονικούς πίνακες. Τέτοιες κατηγορίες πινάκων είναι

οι συµµετρικοί, οι τριγωνικοί, οι τριδιαγώνιοι και οι αραιοί. Οι τρεις

πρώτες κατηγορίες, έχουν το κοινό γνώρισµα, πέραν της ιδιαιτερότη-

τας τους, ότι όλοι είναι τετραγωνικοί πίνακες (rectangular arrays),

δηλαδή δισδιάστατοι πίνακες µε = και = και, κατά

συνέπεια, Ν1 = Ν2 = Ν. Οι αραιοί πίνακες µπορεί να είναι οποιωνδή-

ποτε διαστάσεων.

Ένας πίνακας είναι συµµετρικός (symmetric) όταν Ai,j = Aj,i για κάθε i, j.

Υπάρχουν δύο τύποι τριγωνικού πίνακα, ο κάτω τριγωνικός πίνακας

(lower triangular array) και ο πάνω τριγωνικός πίνακας (upper

triangular array). Στον κάτω τριγωνικό πίνακα, όλα τα στοιχεία πάνω

από τη διαγώνιο είναι µηδενικά (δείτε το Σχήµα 2.4α), δηλαδή Ai,j = 0

για i < j, ενώ στον πάνω τριγωνικό, όλα τα στοιχεία κάτω από τη δια-

γώνιο είναι µηδενικά, δηλαδή Ai,j = 0 για i > j. 

  nu2  nu1  nl2  nl1
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.�

0�

0
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.�

.�

.

An-1, n-1�

 An, n-1�

  
(α) (β)

Στον τριδιαγώνιο πίνακα (tridiagonal array) όλα τα στοιχεία είναι

µηδενικά, πλην αυτών της κύριας διαγωνίου (i = j), της υπερδιαγωνί-

ου (i = j-1), δηλ. αυτής που βρίσκεται από πάνω της, και της υποδια-

γωνίου (i = j+1), δηλ. αυτής που βρίσκεται από κάτω της (Σχήµα 2.4β).

Τέλος, αραιός πίνακας (sparse array) είναι ένας πίνακας στον οποίο

ένα µεγάλο ποσοστό των στοιχείων του (π.χ. πάνω από 80%) είναι

µηδενικά.

Στη συνέχεια, σαν παράδειγµα µελέτης ειδικού πίνακα, εξετάζουµε

την περίπτωση του κάτω τριγωνικού πίνακα, που παρουσιάζεται στο

Σχήµα 2.4α. Για εξοικονόµηση χώρου, δεν αποθηκεύουµε στη µνήµη

τα µηδενικά στοιχεία του πίνακα. Παρατηρήστε ότι ένας τέτοιος πίνα-

κας έχει 1 (µη µηδενικό) στοιχείο στην πρώτη γραµµή, 2 στη δεύτε-

ρη, 3 στη τρίτη, �, n στη n-οστή γραµµή. Εποµένως, θα χρειαστεί να

αποθηκεύσουµε [2]

(2.13)

στοιχεία, που είναι πολύ λιγότερα από τα n ¥  n = n2, όσα θα ήταν στην

περίπτωση που τα αποθηκεύαµε όλα. Π.χ., αν n =10, τότε, αντί για

100, θα αποθηκεύσουµε µόνο 55 στοιχεία.

  
 =1+ 2 + 3 +...+ =

( +1)

2
 

8

S n
n n

™¯‹Ì· 2.4.

(α) Κάτω τριγωνικός, 

(β) Τριδιαγώνιος πίνακας

[2]Πρόκειται περί γνωστής ταυτότητας από τα µαθηµατικά, 
  

x
n n

x

n

= +

=
Â ( )1

2
1



Τα µη µηδενικά στοιχεία τα αποθηκεύουµε σε διάταξη κατά γραµµές,

δηλαδή µε την εξής σειρά: Α1,1 Α2,1 Α2,2 Α3,1 Α3,2 � Αn,n-1 Αn,n. Το ζητού-

µενο είναι να βρεθεί η ΣΑΠ ενός τέτοιου πίνακα, δηλαδή ο τύπος που

δίνει τη διεύθυνση του πρώτου byte του (µη µηδενικού) στοιχείου Αi,j

σαν συνάρτηση των δεικτών i, j (όπου i ≥ j).

Το στοιχείο Αi,j βρίσκεται στη γραµµή i, εποµένως, προηγούνται στη

σειρά τα στοιχεία των i-1 προηγούµενων γραµµών, που είναι 

Σi = 1 + 2 + 3 + � + (i-1) = 

(µε εφαρµογή της ταυτότητας της υποσηµείωσης). Το Αi,j βρίσκεται

στη θέση j στη γραµµή i, εποµένως, προηγούνται άλλα Σj = j-1 στοι-

χεία. Άρα, συνολικά προηγούνται (Σi + Σj) στοιχεία στη σειρά διάτα-

ξης στη µνήµη, που καταλαµβάνουν (Σi + Σj)L θέσεις µνήµης. Εποµέ-

νως, η διεύθυνση της πρώτης θέσης µνήµης του Αi,j θα είναι:

που µπορεί να γραφεί

(2.14)

όπου

(2.15)

Η ΣΑΠ του κάτω τριγωνικού πίνακα που βρήκαµε είναι αυτή που θα

χρησιµοποιούσε ο µεταφραστής µιας γλώσσας εσωτερικά για τον υπο-

λογισµό των διευθύνσεων των στοιχείων ενός τέτοιου πίνακα, µε την

προϋπόθεση ότι θα αποθήκευε τα στοιχεία µε τον παραπάνω αναφερ-

θέντα τρόπο. Όµως, δεν υπάρχει γλώσσα προγραµµατισµού που προ-

σφέρει ιδιαίτερο τύπο δεδοµένων για τριγωνικούς πίνακες. Υπό τις

συνθήκες αυτές, το ερώτηµα είναι πώς µπορούµε να υλοποιήσουµε τα

παραπάνω στις υπάρχουσες γλώσσες. 

Η λύση είναι να υλοποιηθούν µέσω ενός µονοδιάστατου πίνακα DA

µε Ι = {1, �, nu}, όπου

(2.16)

δηλαδή όσο το πλήθος των µη µηδενικών στοιχείων. ∆εδοµένου ότι
  
n N

n n
u =  =

( +1)

2

c b L c L c LA0 1 2=  - ,   = / 2,   =

loc A c c i i c ji j( ) = +  ( -1) +   , 0 1 2

  
loc A b L b

i i
L j Li j i j( ) = + ( + ) = +

( -1)

2
+ ( -1), A AS S

  

i i( )-1

2
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υπάρχουν Σi στοιχεία στις προηγούµενες γραµµές και το Αi,j βρίσκε-

ται στην θέση j της γραµµής του, το Αi,j αντιστοιχεί στο DAk, όπου

(2.17)

Για να µπορεί να πραγµατοποιηθεί αυτή η λύση χρειαζόµαστε επι-

πλέον α) µια συνάρτηση για την προσπέλαση/ανάκτηση των στοιχεί-

ων του DA µε βάση τους δείκτες των στοιχείων του A και β) µια δια-

δικασία για την καταχώρηση/ενηµέρωση των στοιχείων του A στα

αντίστοιχα στοιχεία του DA. Παρακάτω, παρουσιάζονται οι αλγόριθ-

µοι υλοποίησής τους. 

Η συνάρτηση ANAKTHSH επιστρέφει µηδέν όταν οι δείκτες i, j ανα-

φέρονται σε µηδενικό στοιχείο του πίνακα Α (i < j), αλλιώς επιστρέ-

φει το αντίστοιχο στοιχείο του DA, δηλαδή αυτό µε δείκτη που υπο-

λογίζεται από τον τύπο (2.17).

Η διαδικασία ENHMEROSH εισάγει την τιµή (Χ) του Αi,j στο αντί-

στοιχο στοιχείο του DA, όταν οι δείκτες i, j αναφέρονται σε µη µηδε-

νικό στοιχείο (i ≥ j), αλλιώς αν η τιµή δεν είναι µηδενική, όπως θα

όφειλε, επιστρέφει το µήνυµα �ΜΗ ΕΓΚΥΡΗ ΤΙΜΗ�.

  
k

i i
j=

( -1)

2
+ .

∆ίνεται συµµετρικός πίνακας διαστάσεων n ¥ n. Να βρεθούν α) το

κέρδος σε χώρο µνήµης που µπορούµε να έχουµε αποθηκεύοντας

τα στοιχεία του µε τρόπο παρόµοιο µε αυτό του κάτω τριγωνικού

πίνακα, β) η συνάρτηση απεικόνισης ενός τέτοιου πίνακα, γ) τα

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.2

ANAKTΗSΗ (I, J, DA)

1 if I < J

2 then Χ ¨̈ 0

3 else K ¨̈ ((I * (I-1)/2) + J)

4 Χ ¨̈ DA[K]

endif

5 print Χ

ENHMEROSH (I, J, X, DA)

1 if I ≥ J

2 then K ¨̈ ((I * (I-1)/2) + J)

3 DA[K] ¨̈ X

4 else if X π 0

5 then print �ΜΗ ΕΓΚΥΡΗ ΤΙΜΗ�

endif

endif

Με παρόµοιο τρόπο, µπορούµε να διαχειριστούµε και τις περιπτώσεις

του πάνω τριγωνικού, του συµµετρικού και του τριδιαγώνιου πίνακα.
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χαρακτηριστικά του αντίστοιχου µονοδιάστατου πίνακα και δ) οι

αλγόριθµοι για προσπέλαση/ανάκτηση και καταχώρηση/ενηµέρω-

ση του µονοδιάστατου πίνακα.

2.2 AÓ·˙‹ÙËÛË ÛÂ ›Ó·ÎÂ˜

Η αναζήτηση (search) σ' έναν πίνακα αναφέρεται στο εξής πρόβληµα:
∆οθείσης µιας τιµής να βρεθεί η θέση του στοιχείου στον πίνακα που
έχει την ίδια τιµή µε τη δοθείσα, αν υπάρχει, ή να τυπωθεί κάποιο
µήνυµα αποτυχίας, αν δεν υπάρχει. Πολλές φορές, η αναζήτηση συν-
δυάζεται µε τη διαγραφή ενός στοιχείου. Υπάρχουν διάφοροι µέθοδοι
αναζήτησης σ� έναν πίνακα. Εδώ, θα αναφερθούµε σε δύο βασικές
µεθόδους, τη σειριακή ή γραµµική αναζήτηση (sequential or linear
search) και τη δυαδική αναζήτηση (binary search).

2.2.1 °Ú·ÌÌÈÎ‹ ·Ó·˙‹ÙËÛË

Η λύση που δίνει στο παραπάνω πρόβληµα η γραµµική αναζήτηση,

είναι η προφανής. Συγκρίνουµε, δηλαδή, τη δοθείσα τιµή µε την τιµή

κάθε στοιχείου του πίνακα, ξεκινώντας από το πρώτο στοιχείο. Αν βρού-

µε κάποιο στοιχείο, µε τιµή ίση µε τη δοθείσα (επιτυχηµένη αναζήτη-

ση), τότε σταµατάµε και επιστρέφουµε τη θέση του στοιχείου, αλλιώς

(αποτυχηµένη αναζήτηση) επιστρέφουµε ένα µήνυµα αποτυχίας.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 2.1: ΓPAMMIKH ANAZHTHΣH

Είσοδος: Ένας πίνακας (Α), το µέγεθος του πίνακα (Ν) και η προς αναζήτηση τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει τη θέση του στοιχείου στον πίνακα σε περίπτωση επιτυχίας ή µήνυ-

µα σε περίπτωση αποτυχίας. Εσωτερικά, δεν συµβαίνει τίποτα.

GRAM-ANAZHTHSH (A, Ν, X)

1 I ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση δείκτη θέσης}

2 while (I £ Ν) and (A[I] π X) {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 I ¨̈ I + 1 {Ενηµέρωση δείκτη θέσης}

endwhile

4 if A[I] = X {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

5 then print I {Επιστροφή θέσης στοιχείου}

6 else print �ΑΠΟΤΥΧΙΑ� {Επιστροφή µηνύµατος αποτυχίας}

endif



Ο αντίστοιχος αλγόριθµος, είναι ο Αλγόριθµος 2.1 (GRAM-

ANAZHTHSH) και παρουσιάζεται στο προηγούµενο πλαίσιο, όπου

θεωρούµε ένα πίνακα Α µεγέθους Ν. Η µεταβλητή (δείκτης) Ι χρησι-

µοποιείται για καταχώρηση της θέσης του στοιχείου. Η διάταξη while

(βήµατα 2-3) αυξάνει διαδοχικά την τιµή του δείκτη Ι κατά ένα (βήµα

3), ελέγχοντας κάθε φορά (στη συνθήκη της), αν το στοιχείο του πίνα-

κα στην παρούσα θέση, δηλ. το A[I], είναι ίσο µε X. Οι επαναλήψεις

(συγκρίσεις) σταµατούν είτε όταν δεν υπάρχουν άλλα στοιχεία του

πίνακα για εξέταση (I > Ν) είτε όταν βρεθεί το ζητούµενο στοιχείο

(A[I]=Χ). Σηµειώστε ότι η σειρά των όρων του τελεστή and έχει

σηµασία. Αν ήταν αντίστροφη, τότε στην περίπτωση αποτυχίας, όταν

θα συµβεί Ι > Ν, θα αναζητηθεί το ανύπαρκτο στοιχείο Α[Ι], λόγω της

σύγκρισης (A[I] π X), πριν εκτιµηθεί ο δεύτερος όρος (I £ Ν) και στα-

µατήσει η παραπέρα διαδικασία. Στη συνέχεια, µια διάταξη if (βήµα-

τα 4-6) επιστρέφει, ανάλογα µε την περίπτωση, είτε την θέση του στοι-

χείου (βήµα 5) είτε το µήνυµα �ΑΠΟΤΥΧΙΑ� (βήµα 6). 

Η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου υπολογίζεται µε βάση τον αριθµό

των συγκρίσεων που γίνονται στο βήµα 2. Στη χειρότερη περίπτωση,

δηλαδή όταν το ζητούµενο στοιχείο είναι το τελευταίο ή δεν υπάρχει,

είναι f(n) = n, διότι θα γίνουν τόσες συγκρίσεις όσα και τα στοιχεία

του πίνακα. Στη µέση περίπτωση, αποδεικνύεται ότι, 

f(n) = 
  

n +1

2
.
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Γραµµική αναζήτηση σε διατεταγµένο πίνακα

Θεωρούµε ένα διατεταγµένο πίνακα, δηλαδή έναν πίνακα που τα στοι-

χεία του είναι τοποθετηµένα κατά αύξουσα (ή αλφαβητική) σειρά. Το

ζητούµενο είναι να σχεδιάσουµε ένα αλγόριθµο γραµµικής αναζήτη-

σης για ένα τέτοιο πίνακα.

Το γεγονός ότι ο πίνακας είναι διατεταγµένος µάς δίνει τη δυνατό-

τητα για αποδοτικότερη εφαρµογή της γραµµικής αναζήτησης. Η

βασική διαφορά από την περίπτωση του µη διατεταγµένου πίνακα

είναι ότι τώρα δε χρειάζεται να συνεχίσουµε την αναζήτηση πέραν

του πρώτου στοιχείου που θα έχει τιµή µεγαλύτερη από τη δοθείσα,

διότι δεν έχει νόηµα. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.3
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Π2.3: ΓPAMMIKH ANAZHTHΣH ΣE ∆IATETAΓMENO ΠINAKA

Είσοδος: Ένας πίνακας (Α), το µέγεθος του πίνακα (Ν) και η προς αναζήτηση τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει τη θέση του στοιχείου στον πίνακα σε περίπτωση επιτυχίας ή µήνυ-

µα αποτυχίας. Εσωτερικά  δεν συµβαίνει τίποτα.

DIAT-GRAM-ANAZHTHSH (A, Ν, X)

1 I ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση δείκτη θέσης}

2 while (I £  Ν) and (A[I] π X) {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 I ¨̈ I + 1 {Ενηµέρωση δείκτη θέσης}

endwhile

4 if A[I] = X {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

5 then print I {Επιστροφή θέσης στοιχείου}

6 else print �ΑΠΟΤΥΧΙΑ� {Επιστροφή µηνύµατος αποτυχίας}

endif

Αυτή η διαφορά αντικατοπτρίζεται στον παραπάνω Αλγόριθµο Π2.3
(DIAT-GRAM-ANAZHTHSH), όπου η επανάληψη του σώµατος του
while (βήµα 3) εξακολουθεί, ενόσω η τιµή του τρέχοντος στοιχείου
του πίνακα παραµένει µεγαλύτερη από τη ζητούµενη τιµή (Α[Ι] > Χ)
και δεν έχουµε φθάσει στο τέλος του πίνακα (Ι £  Ν). ∆ηλαδή, η επα-
νάληψη σταµατά όταν η τιµή του τρέχοντος στοιχείου είναι ίση µε τη
δοθείσα (επιτυχία) ή µεγαλύτερη από τη δοθείσα (αποτυχία) ή έχου-
µε εξαντλήσει τον πίνακα (αποτυχία). Το ποια από αυτές τις περιπτώ-
σεις συνέβη, ανιχνεύεται από τη διάταξη if (βήµατα 4-6).

Ενδεχοµένως σ� έναν πίνακα να υπάρχουν περισσότερα του ενός

στοιχεία που να έχουν τιµή ίδια µε την προς αναζήτηση. Τροποποι-

ήστε τον Αλγόριθµο 2.1 έτσι, ώστε να βρίσκει και να επιστρέφει τις

θέσεις όλων των στοιχείων που έχουν τιµή ίδια µε τη ζητούµενη.

(Σηµείωση: Αφού πρώτα προσπαθήσετε µόνοι σας να σχεδιάσετε τον

τροποποιηµένο αλγόριθµο γραµµικής αναζήτησης και διαπιστώσετε

δυσκολία στη σύλληψη της βασικής ιδέας, ανατρέξτε στα �Βοηθητι-

κά Στοιχεία� που βρίσκονται στο τέλος του βιβλίου, πριν από την

κυρίως απάντηση της άσκησης αυτής).

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.3
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2.2.2 ¢˘·‰ÈÎ‹ ·Ó·˙‹ÙËÛË

Η δυαδική αναζήτηση προϋποθέτει ότι τα στοιχεία του πίνακα είναι

διατεταγµένα, δηλαδή βρίσκονται κατά αύξουσα (ή αλφαβητική) σειρά.

Η λύση του προβλήµατος κατά τη δυαδική αναζήτηση έχει ως εξής:

Συγκρίνουµε την τιµή του δοθέντος στοιχείου µε την τιµή του 'µεσαί-

ου' στοιχείου του πίνακα. Αν το στοιχείο είναι το ζητούµενο τερµατί-

ζεται η αναζήτηση µε επιτυχία. Αν όχι, τότε, αν η δοθείσα τιµή είναι

µεγαλύτερη από αυτή του �µεσαίου� στοιχείου, ερευνούµε µε τον ίδιο

τρόπο το τµήµα του πίνακα που είναι στα δεξιά του, αλλιώς αυτό που

είναι στα αριστερά του. Αυτή η διαδικασία συνεχίζεται µέχρις ότου

εντοπιστεί το ζητούµενο στοιχείο ή εξαντληθούν τα στοιχεία του πίνα-

κα. Ο αντίστοιχος αλγόριθµος είναι ο Αλγόριθµος 2.2 (DIAD-

ANAZHTHSH), που παρουσιάζεται στο επόµενο πλαίσιο. 

Οι βοηθητικές µεταβλητές NL και NU, που αρχικοποιούνται στο βήµα

1, αντιπροσωπεύουν κάθε φορά τον µικρότερο και µεγαλύτερο δείκτη

αντίστοιχα, δηλ. τα όρια του τµήµατος του πίνακα που είναι υπό έρευ-

να, ενώ η µεταβλητή Μ τη µέση τιµή τους (βήµα 2). Οι τετραγωνικές

παρενθέσεις '[ ]' σηµαίνουν το ακέραιο µέρος (του αποτελέσµατος)

της παράστασης που βρίσκεται ανάµεσά τους (Στην Pascal, αυτό υλο-

ποιείται µε τη χρήση του τελεστή div.) Η διάταξη while (βήµατα 3-7)

ξεκινά µια επαναληπτική διαδικασία, σε κάθε επανάληψη της οποίας,

ερευνάται και ένα τµήµα του πίνακα που είναι το ένα από τα δύο µισά

του προηγουµένου. Η διάταξη if (βήµατα 4-6) µέσα στην while, καθο-

ρίζει τα όρια του µισού του τρέχοντος τµήµατος που θα γίνει το νέο

υπό έρευνα τµήµα στην επόµενη επανάληψη. Η επανάληψη σταµατά

όταν, είτε δεν υπάρχει άλλο στοιχείο για εξέταση (NL > NU) (αποτυ-

χία), είτε βρεθεί το ζητούµενο στοιχείο (Α[Ι] = Χ) (επιτυχία). Η δεύ-

τερη διάταξη if (βήµατα 8-10) επιστρέφει το κατάλληλο αποτέλεσµα.
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AΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 2.2: ∆YA∆IKH ANAZHTHΣH

Είσοδος: Ένας πίνακας (Α), το µέγεθος του πίνακα (Ν) και η προς αναζήτηση τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει τη θέση του στοιχείου στον πίνακα, σε περίπτωση επιτυχίας ή µήνυ-

µα αποτυχίας. Εσωτερικά , δεν συµβαίνει τίποτα.

DIAD-ANAZHTHSH (A, Ν, X)

1 NL ¨̈ 1, NU ¨̈ Ν {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 M ¨̈ [(NL+NU)/2] {Εύρεση δείκτη µεσαίου στοιχείου}

3 while (A[Μ] π X) and (NL £ NU) {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

4 if A[Μ] < X {Σύγκριση στοιχείων}

5 then NL ¨̈ Μ + 1 {Ενηµέρωση κάτω ορίου}

6 else NU ¨̈ Μ - 1 {Ενηµέρωση πάνω ορίου}

endif

7 M ¨̈ [(NL+NU)/2] {Ενηµέρωση δείκτη µεσαίου στοιχείου}

endwhile

8 if A[Μ] = X {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

9 then printΜ {Επιστροφή θέσης στοιχείου}

10 else print �ΑΠΟΤΥΧΙΑ� {Επιστροφή µηνύµατος αποτυχίας}

endif

Η πολυπλοκότητα της δυαδικής αναζήτησης, στη χειρότερη περίπτω-

ση, είναι καλύτερη από αυτή της γραµµικής, δεδοµένου ότι, σε κάθε

επανάληψη ο αριθµός των συγκρίσεων µειώνεται στο µισό. Αποδει-

κνύεται ότι είναι f(n) = Ο(logn) και στη χειρότερη και στη µέση περί-

πτωση.

Αναλυτική περιγραφή δυαδικής αναζήτησης µε παράδειγµα

Θεωρούµε ότι µας δίνεται ο παρακάτω πίνακας Α µε διατεταγµένα

στοιχεία και ζητείται να περιγράψουµε τα βήµατα της εφαρµογής της

δυαδικής αναζήτησης, στην περίπτωση αναζήτησης της τιµής Χ = 22.

Επίσης, να µετρήσουµε τον αριθµό των συγκρίσεων που γίνονται και

να τον συγκρίνουµε µε αυτόν της γραµµικής αναζήτησης.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.4
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Όπως είναι φανερό, γίνονται µόνο τρεις συγκρίσεις, ενώ για την εφαρ-

µογή του αλγορίθµου γραµµικής αναζήτησης θα απαιτούνταν πέντε

συγκρίσεις, δηλαδή τόσες όσος είναι ο αριθµός των στοιχείων από την

αρχή του πίνακα µέχρι και το ζητούµενο. Η διαφορά δεν φαίνεται

µεγάλη, όµως, αν το στοιχείο βρισκόταν σε θέση δεξιά από τη µέση

του πίνακα, θα ήταν µεγαλύτερη. Γενικά, όσο πιο κοντά στην αρχή

του πίνακα βρίσκεται ένα στοιχείο, τόσο πιο πλεονεκτική γίνεται η

γραµµική αναζήτηση.
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Για την παρουσίαση των βηµάτων του αλγορίθµου δυαδικής αναζή-

τησης, χρησιµοποιούµε τον παρακάτω πίνακα όπου φαίνονται οι τιµές

των εµπλεκοµένων στοιχείων (µεταβλητών κλπ) του Αλγορίθµου 2.2.

Bήµα

0

1

2

3

-

A[M]

30

15

22

�

� 14 7

NL NU M

1

1

�

4

4

6

6

6 3

5

5

- -

A[M]≠X NL≤NU

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE

FALSE

Το βήµα 0 αναφέρεται στην αρχικοποίηση των µεταβλητών. Η κάθε

σειρά, στον παραπάνω πίνακα, περιέχει τις τιµές των αντίστοιχων στοι-

χείων (εκφράσεων ή µεταβλητών) µετά την εκτέλεση του αντίστοιχου

βήµατος, δηλαδή της αντίστοιχης επανάληψης του σώµατος της διά-

ταξης while του Αλγορίθµου 2.2. Παρατηρήστε ότι, µετά την εκτέλε-

ση του τρίτου βήµατος σταµατά η επανάληψη, διότι τότε 

A[M] = X (Α[5] = Χ = 22). Η διαδικασία απεικονίζεται γραφικά στο

παρακάτω σχήµα όπου, µε συνεχή αριθµηµένα διπλά βέλη καταδει-

κνύονται τα υπό εξέταση τµήµατα του πίνακα στα αντίστοιχα βήµα-

τα, και µε διακεκοµµένα απλά βέλη οι µεταβολές των άκρων (ορίων)

των τµηµάτων στις αλλαγές βήµατος. Επίσης, κάθε δείχνει το

µεσαίο στοιχείο ενός τµήµατος.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

8 12 15 18 22 23 30 38 45 50 56 60 65 70A

1232

2
3

1



5 9A N A Z H T H ™ H  ™ E  ¶ I N A K E ™  /  E ° ° PA º E ™

Ο αλγόριθµος δυαδικής αναζήτησης στηρίζεται στη διχοτόµηση του

πίνακα ή του υπό εξέταση τµήµατός του. Με βάση τον αλγόριθµο

δυαδικής αναζήτησης σχεδιάστε ένα αλγόριθµο �τριαδικής� αναζή-

τησης, δηλαδή ένα αλγόριθµο που να τριχοτοµεί τον πίνακα ή το υπό

εξέταση τµήµα του. Στην περίπτωση αυτή, επιλέγουµε ένα από τα

τρία τµήµατα και προχωρούµε τριχοτοµώντας το, έως ότου είτε

βρούµε το ζητούµενο στοιχείο είτε αποτύχουµε.

ÕÛÎËÛË 
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.4

2.3 ∂ÁÁÚ·Ê¤˜

Όπως αναφέραµε και στο Κεφάλαιο 1, η εγγραφή (record) είναι µια

θεµελιώδης δοµή δεδοµένων που υπάρχει ενσωµατωµένη σε πολλές

γλώσσες προγραµµατισµού υψηλού επιπέδου. Είναι µια σηµαντική

δοµή που χρησιµοποιείται σαν δοµικό στοιχείο για άλλες ανώτερες

δοµές.

2.3.1 √ÚÈÛÌfi˜ Î·È ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË

Εγγραφή είναι µια συλλογή ενός πεπερασµένου πλήθους αλληλοσχε-

τιζόµενων στοιχείων που, συνήθως, δεν είναι του ίδιου τύπου, αντί-

θετα µε ότι συµβαίνει σ� ένα πίνακα. Λόγω αυτού του χαρακτηριστι-

κού, η εγγραφή θεωρείται ως ετερογενής δοµή (heterogeneous

structure).

Κάθε στοιχείο µιας εγγραφής περιγράφεται από ένα πεδίο (field). Κάθε

πεδίο έχει ένα όνοµα (identifier) και ένα τύπο (type). Κάθε στοιχείο

µπορεί να συνίσταται από άλλα, µερικά στοιχεία. Τότε καλείται σύν-

θετο στοιχείο, ενώ στην αντίθετη περίπτωση απλό στοιχείο. Κατ� αντι-

στοιχία, διακρίνουµε απλά πεδία και σύνθετα πεδία. �

Έστω µια εγγραφή (ή µεταβλητή τύπου εγγραφής) R και (fd1, fd2, �,

fdn) η αντίστοιχη n-άδα πεδίων µε τύπους (δηλ. πεδία τιµών) Τ1, Τ2, �,

Τn , αντίστοιχα. Τότε, θα αναφερόµαστε στα στοιχεία της R µε τους

συµβολισµούς fd1(R), fd2(R), � , fdn(R). ∆ηλαδή, τα πεδία λειτουργούν

σαν δείκτες των στοιχείων µιας εγγραφής και, δεδοµένου ότι είναι δια-

φόρων τύπων, δεν τίθεται θέµα διάταξης των στοιχείων µιας εγγραφής

µε βάση την τιµή τους, παρά µόνο µε βάση τη θέση τους. Το πεδίο

τιµών της εγγραφής R είναι το σύνολο Τ = Τ1 ¥  Τ2 ¥  � ¥  Τn , δηλαδή

το καρτεσιανό γινόµενο των πεδίων τιµών των πεδίων της εγγραφής.

� Μια εγγραφή ορίζεται από

µια πεπερασµένη πλειάδα Ν

στοιχείων (ή αλλιώς Ν-άδα),

όχι απαραίτητα του ίδιου

τύπου, και από µια πεπερα-

σµένη πλειάδα Ν (Ν-άδα)

διακεκριµένων συµβόλων

(πεδίων), τέτοιες ώστε να

υπάρχει µια αντιστοιχία

(σχέση) µεταξύ των οµοθέ-

σιων στοιχείων τους.



Τα πεδία ΑΡ.ΜΗΤΡΩΟΥ, ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ, ΟΝ.ΠΑΤΡΟΣ,

ΦΥΛΛΟ, ΗΜ.ΓΕΝΝΗΣΗΣ και ΤΑΞΗ είναι πεδία πρώτου επιπέδου,

ενώ τα ΟΝΟΜΑ, ΕΠΩΝΥΜΟ, ΗΜΕΡΑ, ΜΗΝΑΣ και ΕΤΟΣ, δεύτε-
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Αν κάποιο πεδίο fdx είναι ένα σύνθετο πεδίο µε µερικά (απλά) πεδία

(fdx
1, fdx

2, � , fdx
m), τότε θα αναφερόµαστε στα αντίστοιχα απλά στοι-

χεία µε τους συµβολισµούς fdx
1(fdx(R)), fdx

2(fdx(R)), �, fdx
m(fdx(R)).

Ο καθένας από τους παραπάνω συµβολισµούς λειτουργεί ως µετα-

βλητή. Τα πεδία fd1, fd2, �, fdn καλούνται πεδία πρώτου επιπέδου, τα

fdx
1, fdx

2, � , fdx
m δεύτερου επιπέδου κ.ο.κ.

Λόγω της ύπαρξης σύνθετων πεδίων διαφόρου βάθους επιπέδων, το

οργανωτικό σχήµα µιας εγγραφής απεικονίζεται σαν µια ιεραρχία

πεδίων. 

Παράδειγµα-απεικόνιση εγγραφής

Ένα σχολείο κρατά τα στοιχεία κάθε µαθητή σε µια εγγραφή µε τα εξής

πεδία: ΑΡ.ΜΗΤΡΩΟΥ, ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ, ΟΝ.ΠΑΤΡΟΣ,

ΦΥΛΛΟ, ΗΜ.ΓΕΝΝΗΣΕΩΣ, ΤΑΞΗ. Το ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ είναι

ένα σύνθετο πεδίο µε µερικά πεδία τα ΟΝΟΜΑκαι ΕΠΩΝΥΜΟ. Επί-

σης, το πεδίο ΗΜΕΡ.ΓΕΝΝΗΣΕΩΣ είναι ένα σύνθετο πεδίο µε µερικά

πεδία τα ΗΜΕΡΑ, ΜΗΝΑΣ, ΕΤΟΣ. Η εγγραφή αυτή απεικονίζεται

παρακάτω µε δύο τρόπους, απ� όπου φαίνεται η ιεραρχική δοµή της.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.5

MAΘHTHΣ

AP. MHTPΩOY

ONOMATEΠΩMYNO

ON. ΠATPOΣ ΦYΛΛO

HM. ΓENNHΣEΩΣ

TAΞH

ONOMA EΠΩNYMO HMEPA MHNAΣ ETOΣ

MAΘHTHΣ�

     AP. MHTPOOY�

     ONOMATEΠΩNYMO�

          ONOMA�

          EΠΩNYMO�

     ON. ΠATPOΣ�

     ΦYΛΛO�

     HM. ΓENNHΣEΩΣ�

          HMEPA�

          MHNAΣ�

          ETOΣ �

     TAΞH  
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Οι βασικές πράξεις σε µια εγγραφή, όπως και σε έναν πίνακα, είναι η

προσπέλαση (ή ανάκτηση) στοιχείου και η καταχώρηση (ή ενηµέρωση)

στοιχείου. Στην αλγοριθµική µας γλώσσα αυτές εκφράζονται ως εξής:

Χ ¨̈ FDX(R) (προσπέλαση ή ανάκτηση)

FDX(R) ¨̈ X (καταχώρηση ή ενηµέρωση)

όπου FDX είναι ένα πεδίο πρώτου επιπέδου.

Ορισµός εγγραφής στην Pascal 

Ας θεωρήσουµε µια απλοποιηµένη εκδοχή της εγγραφής του Παρα-

δείγµατος 2.5, όπου ένας µαθητής χαρακτηρίζεται µόνο από τον αριθ-

µό µητρώου, το ονοµατεπώνυµό του και το όνοµα του πατέρα του. Η

εγγραφή αυτή µπορεί να υλοποιηθεί στην Pascal, όπως παρουσιάζε-

ται παρακάτω.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.6·

ρου επιπέδου. Αν θέλουµε να αναφερθούµε στην τάξη ενός µαθητή,

τότε χρησιµοποιούµε το συµβολισµό ΤΑΞΗ(ΜΑΘΗΤΗΣ), ενώ για να

αναφερθούµε στο όνοµα του µαθητή, τον συµβολισµό

ΟΝΟΜΑ(ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ(ΜΑΘΗΤΗΣ)). Κάθε ένα από τα

απλά πεδία έχει σαν τιµή το αντίστοιχο στοιχείο (πληροφορία) για τον

µαθητή.

type

onmateponrec = record

onoma:array [1..12] of char;

eponymo: array [1..24] of char;

end;

mathitisrec = record

armitrwou: integer;

onomatepon: onomateponrec;

onpatros: array [1..12] of char:

end;

var mathitis: mathitisrec;



Ορισµός εγγραφής στη C 

Η εγγραφή του Παραδείγµατος 2.6α µπορεί να υλοποιηθεί στην

C ως εξής:

typedef 

struct {

char onoma [12];

char eponymo [24];

} onomateponrec;
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Με τις παραπάνω εκφράσεις, ορίζουµε δύο τύπους δεδοµένων µε ονό-

µατα oneponrec και mathitisrec που η κάθε µια είναι µια εγγραφή

(record). Η δεύτερη, είναι η κυρίως εγγραφή που χρησιµοποιεί την

πρώτη για να δηλώσει τον τύπο του ενός σύνθετου πεδίου της

(onepon). Η πρώτη δοµή εγγραφής (oneponrec) έχει δύο απλά πεδία

(onoma, eponymo). Το πρώτο, δηλώνεται σαν ένας πίνακας 12 χαρα-

κτήρων, ενώ το δεύτερο, σαν πίνακας 24 χαρακτήρων. Αυτός είναι ο

τρόπος που δηλώνουµε ακολουθίες χαρακτήρων (π.χ. λέξεις) στην

Pascal. Η κυρίως εγγραφή έχει δύο απλά πεδία (armitrwou και

onpatros) και ένα σύνθετο (onomatepon). Το πρώτο δηλώνεται τύπου

�ακέραιος� (integer), ενώ το δεύτερο σαν ακολουθία 12 χαρακτήρων.

Το σύνθετο πεδίο δηλώνεται τύπου (εγγραφής) �onomateponrec�.

Τέλος, δηλώνουµε µια µεταβλητή (mathitis) τύπου (εγγραφής)

mathitisrec, στην οποία µπορούµε να εισάγουµε τιµές για τα διάφορα

πεδία της εγγραφής.

Στην Pascal για να προσπελάσουµε το πεδίο �armitrwou� της µετα-

βλητής �mathitis� γράφουµε mathitis.armitrwou. Επίσης, προκειµένου

για το πεδίο �onoma� γράφουµε mathitis.onepon.onoma. Αυτές οι

εκφράσεις λειτουργούν σαν µεταβλητές, στις οποίες µπορούµε να

καταχωρήσουµε µια τιµή ή να καταχωρήσουµε την τιµή τους σε

κάποια άλλη µεταβλητή του ίδιου τύπου.



typedef 

struct {

int armitrwou;

onomateponrec onomatepon;

char onpatros [12];

} mathitisrec;

mathitisrec mathitis;
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.6‚

Oρίζονται δύο νέοι τύποι (onomateponrec, mathitisrec) που είναι δύο
δοµές (struct) της C και η καθεµία παριστάνει µια εγγραφή. Η δεύτε-
ρη, είναι η κυρίως εγγραφή (δοµή) που χρησιµοποιεί την πρώτη στη
δήλωση του τύπου ενός σύνθετου πεδίου (µέλους) της (onomatepon).
Το int δηλώνει τον ακέραιο τύπο. Για τα υπόλοιπα, ισχύουν παρόµοια
µε αυτά στην Pascal.

2.3.2 ¶›Ó·ÎÂ˜ ÂÁÁÚ·ÊÒÓ

Πολλές φορές, στην πράξη χρησιµοποιούνται δοµές που είναι συνδυα-
σµοί δύο άλλων δοµών. Αυτές οι δοµές ονοµάζονται συνδυασµένες ή
µεικτές δοµές (composite structures). Μια συνήθης και χρήσιµη περί-
πτωση µεικτής δοµής είναι ο πίνακας εγγραφών (array of records), δηλα-
δή ένας πίνακας που τα στοιχεία του είναι εγγραφές. Συνήθως, κάθε
εγγραφή έχει ένα πεδίο που ονοµάζεται κλειδί (key) και προσδιορίζει µε
µοναδικό τρόπο κάθε στιγµιότυπο της εγγραφής. ∆ηλαδή, δεν υπάρχουν
δύο στιγµιότυπα µιας εγγραφής στις οποίες το κλειδί να έχει την ίδια
τιµή. Στιγµιότυπο λέγεται κάθε συγκεκριµένη εγγραφή. Π.χ. κάθε εγγρα-
φή που έχει στοιχεία ενός συγκεκριµένου µαθητή είναι στιγµιότυπο της
εγγραφής MAΘHTHΣ (Παράδειγµα 2.5). Ένα κλειδί στην εγγραφή
MAΘHTHΣ είναι το ΑΡ.ΜΗΤΡΩΟΥ. Η αναζήτηση στα στοιχεία ενός
τέτοιου πίνακα γίνεται µε βάση το κλειδί των εγγραφών-στοιχείων του
πίνακα.



6 4 K E º A § A I O  2 :  ¶ I N A K E ™  K A I  E ° ° PA º E ™

Γραµµική αναζήτηση σε διατεταγµένο πίνακα εγγραφών

Θεωρούµε έναν πίνακα εγγραφών, όπου συµβολίζουµε µε KLEIDI το

πεδίο που αποτελεί το κλειδί κάθε εγγραφής. Επίσης, θεωρούµε ότι ο

πίνακας είναι διατεταγµένος µε βάση το κλειδί κάθε εγγραφής. Το

ζητούµενο είναι να σχεδιάσουµε έναν αλγόριθµο γραµµικής αναζήτη-

σης για ένα τέτοιο πίνακα.

Ο ζητούµενος αλγόριθµος αποτελεί µια παραλλαγή του Αλγορίθµου

Π2.3. Το σηµείο παραλλαγής προέρχεται από το γεγονός ότι τα στοι-

χεία του πίνακα τώρα είναι εγγραφές και η τιµή που αναζητούµε

αφορά το κλειδί κάθε εγγραφής. Έτσι, ο νέος αλγόριθµος προκύπτει

από τον Π2.3, αν όπου Α[Ι] θέσουµε KLEIDI(A[I]). 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.7

™‡ÓÔ„Ë

Ο πίνακας και η εγγραφή είναι δύο θεµελιώδεις δοµές, στις οποί-

ες στηρίζεται η υλοποίηση άλλων ανώτερων δοµών. Και οι δύο

δοµές αποτελούν συλλογές στοιχείων. Κάθε στοιχείο ενός πίνακα

αντιστοιχεί σ' ένα δείκτη, από ένα σύνολο δεικτών, ενώ κάθε στοι-

χείο µιας εγγραφής σ' ένα πεδίο από µια πλειάδα πεδίων. Τα στοι-

χεία ενός πίνακα είναι του ίδιου τύπου και η σχέση µεταξύ τους

γραµµική. Γι' αυτό, ο πίνακας είναι µια οµογενής και γραµµική

δοµή. Αντίθετα, τα στοιχεία µιας εγγραφής δεν είναι, συνήθως, του

ίδιου τύπου και η σχέση µεταξύ τους είναι ιεραρχική. Γι' αυτό, η

εγγραφή είναι µια ετερογενής και µη γραµµική δοµή. Και οι δύο,

όµως, είναι στατικές δοµές, δηλαδή το µέγεθός τους δεν µετα-

βάλλεται κατά την εκτέλεση του προγράµµατος.

Τα στοιχεία ενός πίνακα αποθηκεύονται σε γειτονικές θέσεις στη

µνήµη του Η/Υ. Αυτό δίνει τη δυνατότητα στον πίνακα να είναι δοµή

τυχαίας προσπέλασης, δηλαδή ο χρόνος προσπέλασης ενός στοιχεί-

ου είναι ανεξάρτητος από τη θέση του στοιχείου. Ο υπολογισµός της

διεύθυνσης ενός στοιχείου στη µνήµη, από ένα µεταφραστικό πρό-

γραµµα, γίνεται µε τη συνάρτηση απεικόνισης πίνακα (ΣΑΠ), που

είναι µια γραµµική συνάρτηση του δείκτη του στοιχείου. Το ίδιο συµ-

βαίνει και στους δισδιάστατους και στους τρισδιάστατους και, εν

γένει, στους πολυδιάστατους πίνακες, µόνο που τώρα αντί για ένα



δείκτη έχουµε ζεύγος, τριάδα, �, πλειάδα δεικτών αντίστοιχα για

κάθε στοιχείο. Πλην των πολυδιάστατων πινάκων, υπάρχουν και οι

ειδικοί πίνακες, όπως ο συµµετρικός, ο τριδιαγώνιος, ο τριγωνικός

και ο αραιός πίνακας. Οι πίνακες αυτοί έχουν κάποιες ιδιαιτερότη-

τες και χρήζουν ειδικής αντιµετώπισης.

Και σε µια εγγραφή όµως, δεδοµένου ότι τα πεδία λειτουργούν σαν

δείκτες, έχουµε τυχαία προσπέλαση σε κάθε πεδίο.

Η αναζήτηση είναι µια από τις πράξεις σ' ένα πίνακα που µας ενδια-

φέρει. Η γραµµική αναζήτηση είναι µια µέθοδος αναζήτησης που

ψάχνει ένα-ένα τα στοιχεία ενός πίνακα από την αρχή µέχρι το τέλος,

έως ότου είτε βρει το ζητούµενο στοιχείο ή αποτύχει. Η δυαδική

αναζήτηση, που εφαρµόζεται µόνο σε διατεταγµένους πίνακες, στη-

ρίζεται σε διαδοχικές διχοτοµήσεις του πίνακα. Εν γένει, η δυαδική

αναζήτηση έχει καλύτερη χρονική απόδοση (µικρότερη πολυπλοκό-

τητα) από τη γραµµική.

Ο πίνακας εγγραφών είναι µια ενδιαφέρουσα περίπτωση µεικτής

δοµής, όπου κάθε στοιχείο του πίνακα είναι ένα στιγµιότυπο µιας

εγγραφής. Εδώ, η αναζήτηση γίνεται µε βάση το κλειδί των εγγρα-

φών, το πεδίο δηλαδή που έχει µοναδική τιµή σε κάθε στιγµιότυπο.
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1. Κοίλιας, Χ., ∆οµές ∆εδοµένων και Οργανώσεις Αρχείων, Εκδόσεις

Νέων Τεχνολογιών, Αθήνα 1993.

Στο κεφάλαιο 5 του βιβλίου αυτού µε τίτλο «Αναζήτηση» υπάρχει

µια παρουσίαση διαφόρων µεθόδων αναζήτησης σε πίνακα, όπου

εκτός από την γραµµική και δυαδική αναζήτηση παρουσιάζονται

και η αναζήτηση κατά οµάδες, η αναζήτηση Fibonacci και η ανα-

ζήτηση παρεµβολής.

2. Kruse, L. R., Data Structures and Program Design, 2nd Edition,

Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ 1991 (Υπάρχει και 3η έκδοση

του βιβλίου, 1994).

Στην ενότητα «6.2 Rectangular Arrays», στο τµήµα µε τίτλο «3.

Variation: Access Tables» υπάρχει µια σύντοµη παρουσίαση για

τους πίνακες προσπέλασης. Επίσης, στην ενότητα «6.3 Tables of
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Τέλος, στην ενότητα «5.2 Sequential Search», στο τµήµα µε τίτλο
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πλοκότητας της γραµµικής αναζήτησης.

3. Μανωλόπουλος, Ι., ∆οµές ∆εδοµένων, τόµ. Α', ART of TEXT, 2η

έκδοση, Θεσσαλονίκη 1992.

Στην ενότητα «2.3 Πίνακες Προσπέλασης» του βιβλίου αυτού µπο-

ρείτε να βρείτε µια συνοπτική παρουσίαση για τους 'πίνακες προ-

σπέλασης' και στην ενότητα «2.4 Ειδικές Μορφές Πινάκων» µια

συνοπτική, επίσης, διαπραγµάτευση για τους ειδικούς πίνακες.

Τέλος, στο κεφάλαιο 7 µε τίτλο «Αναζήτηση» υπάρχει µια παρου-

σίαση διαφόρων µεθόδων αναζήτησης, όπως σειριακή, δυαδική,

Fibonacci, παρεµβολής και αναζήτηση ανά οµάδες.

4. Standish, A. T., Data Structures, Algorithm and Software Principles,

Addison-Wesley, Reading, MA 1994.

Στην ενότητα 6.5 Analyzing Simple Algorithms του βιβλίου αυτού,

στο τµήµα της µε τίτλο «Analysis of Sequential Search» υπάρχει

µια αναλυτική εξέταση της πολυπλοκότητας της γραµµικής ανα-

ζήτησης και στο τµήµα µε τίτλο «Analysis of Binary Search» της

δυαδικής αναζήτησης.

5. Stubbs, F. D. και Webre, W. N., Data Structures with Abstract Data

Types and Pascal, 2nd Edition, Brooks/Cole (Wadsworth), Pacific

Grove, CA 1989.

Στην υποενότητα «2.2.4 Special Arrays» του βιβλίου αυτού µπο-

ρείτε να βρείτε µια λεπτοµερέστερη διαπραγµάτευση για τους ειδι-

κούς πίνακες, στην ενότητα «2.3 Records» για τις εγγραφές και

στην ενότητα «2.5 Composite Structures» για τις µεικτές δοµές.
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Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι δύο βασικοί τύποι γενικών

λιστών, οι �συνεχόµενες�και οι �συνδεδεµένες�λίστες. Η παρουσίαση,

κυρίως αφορά τον ορισµό των δοµών αυτών, τις πράξεις σ�αυτές και

τους αντίστοιχους αλγορίθµους υλοποίησής τους.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ∞ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν θα έχετε µελετήσει το κεφάλαιο αυτό, θα είστε σε θέση να:

� περιγράφετε τα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα της συνεχόµενης

και συνδεδεµένης αναπαράστασης µιας λίστας,

� σχεδιάζετε τροποποιήσεις, επεκτάσεις ή συνδυασµούς των βασικών

αλγορίθµων των πράξεων σε συνεχόµενες λίστες,

� σχεδιάζετε τροποποιήσεις επεκτάσεις ή συνδυασµούς των βασικών

αλγορίθµων των πράξεων σε συνδεδεµένες λίστες.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

� Γενική Λίστα

� ∆οµή Σειριακής Προσπέλασης

� Συνεχόµενη Αναπαράσταση

� Συνδεδεµένη Αναπαράσταση

� Συνεχόµενη Λίστα

� Απλά Συνδεδεµένη Λίστα

� Κεφαλή

� Κόµβος

� Σύνδεσµος

� ∆είκτης

� Μεταβλητή ∆είκτη

� ∆ιαπέραση Λίστας

� Εισαγωγή Στοιχείου

� ∆ιαγραφή Στοιχείου
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∂ÓfiÙËÙÂ˜ ∫ÂÊ·Ï·›Ô˘ 3

3.1 Ορισµός, αναπαράσταση και τύποι λίστας

3.2 Πράξεις σε συνεχόµενη λίστα

3.3 Πράξεις σε απλά συνδεδεµένη λίστα

3.4 Άλλες κατηγορίες συνδεδεµένης λίστας

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο κεφάλαιο αυτό διαπραγµατευόµαστε τις γενικές λίστες, µια κατη-

γορία ανώτερων δοµών δεδοµένων. Στην πρώτη ενότητα, προσδιορί-

ζεται η έννοια της λίστας σε αντιπαράθεση µε αυτή του πίνακα. Επί-

σης, παρουσιάζονται οι διάφοροι τύποι λιστών και περιγράφονται οι

αναπαραστάσεις των δύο βασικών τύπων, της συνεχόµενης και της

απλά συνδεδεµένης λίστας.

Στη δεύτερη και τρίτη ενότητα, παρουσιάζουµε τους βασικούς αλγο-

ρίθµους για τις πράξεις διαπέραση, εισαγωγή και διαγραφή σε συνε-

χόµενη και συνδεδεµένη λίστα αντίστοιχα. Επίσης, δίνονται υποδείξεις

για την πράξη της αναζήτησης στις λίστες αυτές. Εδώ, θεωρούµε σκό-

πιµο να κάνουµε την εξής διευκρίνιση: Υπάρχει ένα σύνολο πράξεων

σε µια λίστα που αποτελεί µέρος του ορισµού της ως δοµής δεδοµέ-

νων, όπως εξηγήσαµε στην υποενότητα "1.1.2 Τύποι και ∆οµές ∆εδο-

µένων" στο Κεφάλαιο 1 . Τέτοιες πράξεις, είναι η δηµιουργία λίστας,

ο έλεγχος κενής λίστας, ο έλεγχος γεµάτης λίστας, η εισαγωγή στοιχεί-

ου, η διαγραφή στοιχείου, κλπ. Πράξεις σαν τις τρεις πρώτες, θα µπο-

ρούσαµε να τις χαρακτηρίσουµε ως 'στοιχειώδεις'. Η υλοποίησή τους

είναι σχετικά απλή και συνδέεται άµεσα µε την αντίστοιχη γλώσσα προ-

γραµµατισµού. Στο βιβλίο αυτό, δε θα ασχοληθούµε µε αυτές τις στοι-

χειώδεις πράξεις, αλλά µε τις υπόλοιπες, που τις χαρακτηρίσαµε ως

'κυριότερες', στην υποενότητα '1.1.5 Υλοποίηση ∆οµών ∆εδοµένων'

του Κεφαλαίου 1.

Τέλος, στην τέταρτη ενότητα, παρουσιάζουµε συνοπτικά ορισµένες

άλλες κατηγορίες συνδεδεµένης λίστας, όπως η διπλά συνδεδεµένη

λίστα και η κυκλική λίστα.
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3.1.1 ŒÓÓÔÈ· Î·È Ù‡ÔÈ Ï›ÛÙ·˜

Στην καθηµερινή µας ζωή, πολλές φορές, χρησιµοποιούµε την έννοια

της λίστας. Για παράδειγµα, χρησιµοποιούµε λίστες αγορών, εργασιών

κλπ. Ας θεωρήσουµε µια λίστα εργασιών που πρέπει να διεκπεραιώ-

σουµε σε µια ηµέρα. Οι εργασίες αυτές συνήθως αναγράφονται µε

κάποια σειρά, π.χ. τέτοια, ώστε να ελαχιστοποιεί το συνολικό χρόνο

διεκπεραίωσης. Έτσι, υπάρχει η πρώτη, η δεύτερη, η τρίτη κλπ και η

τελευταία εργασία. Έχουµε δε κατά νου, να διέλθουµε όλη τη λίστα

ξεκινώντας από την πρώτη εργασία και καταλήγοντας στην τελευταία

για να τις διεκπεραιώσουµε. Κατά τη διάρκεια της ηµέρας όµως, θα

χρειαστεί είτε να σβήσουµε κάποιες εργασίες που πραγµατοποιήθη-

καν είτε να εισάγουµε κάποιες νέες που προέκυψαν εν τω µεταξύ είτε

και να µετακινήσουµε κάποιες εργασίες σε άλλες θέσεις.

Το παραπάνω παράδειγµα αντανακλά µε αρκετή ακρίβεια την έννοια

της λίστας �

Η ακολουθία (sequence) είναι µια µαθηµατική έννοια που αναφέρεται

σε µια συλλογή θεωρητικά άπειρων στοιχείων. Μια πεπερασµένη ακο-

λουθία L, n στοιχείων, είναι µια πλειάδα n στοιχείων (ή αλλιώς µια n-

άδα στοιχείων) (L1, L2, � , Ln), όπου L1 είναι το πρώτο στοιχείο και

Ln το τελευταίο. Κάθε στοιχείο Li έχει ένα προηγούµενο (predecessor)

στοιχείο (Li-1) και ένα επόµενο (successor) στοιχείο (Li+1), πλην του

πρώτου, που έχει µόνο επόµενο, και του τελευταίου, που έχει µόνο

προηγούµενο.

Η θέση (position) ενός στοιχείου σε µια λίστα (ακολουθία) είναι χαρα-

κτηριστική ιδιότητα του στοιχείου. Υπάρχει, δηλαδή, µια διάταξη σε

µια λίστα που δεν καθορίζεται από την τιµή του στοιχείου αλλά από

τη θέση του. Η θέση του στοιχείου Li είναι η �i�. Το πρώτο στοιχείο

µιας λίστας ονοµάζεται κεφαλή (head). Μια λίστα µε κανένα στοιχείο

ονοµάζεται κενή λίστα (null list).

Από τα παραπάνω, εκ πρώτης όψεως, ίσως να συµπεραίνεται ότι η

λίστα L δεν είναι κάτι διαφορετικό από ένα πίνακα L µε Ι = {1, �, n}.

Όµως, δεν είναι έτσι. Υπάρχουν σηµαντικές διαφορές µεταξύ τους,

που πηγάζουν από το γεγονός ότι ο πίνακας στηρίζεται στις έννοιες
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� Μια λίστα είναι µια πεπε-

ρασµένη ακολουθία στοιχεί-

ων του ίδιου τύπου (τύπος

βάσης).
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του συνόλου και της απεικόνισης (συνάρτησης), ενώ η λίστα στηρί-

ζεται στην έννοια της ακολουθίας. Έτσι, ένας πίνακας θεωρείται σαν

µια δοµή τυχαίας προσπέλασης, όπως είδαµε στην ενότητα 2.1, ενώ

µια λίστα είναι στην ουσία µια δοµή ακολουθιακής ή σειριακής προ-

σπέλασης (sequential access). Για να φθάσουµε, δηλαδή, σ� ένα στοι-

χείο µιας λίστας πρέπει να περάσουµε από όλα τα προηγούµενα ξεκι-

νώντας από το πρώτο. ∆εύτερον, το µέγεθος ενός πίνακα παραµένει

σταθερό, ενώ το µέγεθος µιας λίστας όχι, διότι συνήθως απαιτούνται

διαγραφές παλαιών και εισαγωγές νέων στοιχείων. ∆ηλαδή, µια λίστα

είναι µια δυναµική δοµή και όχι στατική, όπως ο πίνακας.

Τις λίστες µπορούµε να τις διακρίνουµε σε δύο µεγάλες κατηγορίες,

ανάλογα µε το βαθµό ελευθερίας που παρέχουν στην εφαρµογή των

διαφόρων πράξεων σ' αυτές, τις γενικές λίστες (general lists)[1] και τις

ειδικές λίστες (special lists). Οι γενικές λίστες επιτρέπουν την εισα-

γωγή και διαγραφή στοιχείων/κόµβων σε οποιαδήποτε θέση στη λίστα,

ενώ οι ειδικές θέτουν περιορισµούς. Ειδικές λίστες είναι η �στοίβα�

και η �ουρά�, που εξετάζονται στο επόµενο κεφάλαιο.

Υπάρχουν δύο τρόποι αναπαράστασης µιας λίστας είτε γενικής είτε

ειδικής. Με τον πρώτο τρόπο, την συνεχόµενη αναπαράσταση

(contiguous representation), τα στοιχεία της λίστας καταλαµβάνουν

γειτονικές ή συνεχόµενες (contiguous) θέσεις στη µνήµη. Εδώ, η µετά-

βαση από το ένα στοιχείο στο επόµενο γίνεται µε τη µετάβαση στην

επόµενη θέση µνήµης. Με το δεύτερο τρόπο, την συνδεδεµένη ανα-

παράσταση (linked representation), τα στοιχεία της λίστας αποθηκεύ-

ονται σε µη διαδοχικές θέσεις στη µνήµη του Η/Υ. Τώρα, η µετάβαση

από το ένα στοιχείο στο επόµενο, πραγµατοποιείται µε τη χρήση ενός

συνδέσµου (link) µεταξύ των στοιχείων. Αντίστοιχα, διακρίνουµε δύο

κατηγορίες γενικών λιστών, τις συνεχόµενες λίστες (contiguous lists)

και τις συνδεδεµένες λίστες (linked lists). 

[1] ∆εν πρέπει να συγχέεται µε τον όρο �γενικευµένες λίστες� (generalized lists), που
αναφέρεται σε λίστες που µπορούν να έχουν σαν στοιχεία άλλες λίστες.
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Η αναπαράσταση µιας συνεχόµενης λίστας L γίνεται µέσω ενός µονο-

διάστατου πίνακα. Στην περίπτωση αυτή, τα στοιχεία της λίστας κατα-

λαµβάνουν µέρος του πίνακα, έτσι, ώστε να είναι δυνατόν να µετα-

βάλλεται το µέγεθος της λίστας, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 3.1[2],

όπου χρησιµοποιούµε ένα πίνακα L µε Ι = {1, �, n}. Το µέγεθος του

πίνακα πρέπει να είναι µεγαλύτερο από ή ίσο µε το πιθανό µέγιστο

µέγεθος της λίστας που αναπαριστά. ∆ηλαδή, το τελευταίο στοιχείο

της λίστας (Lt) πρέπει να βρίσκεται κάθε φορά πριν από την τελευταία

θέση του πίνακα (n), ώστε να υπάρχει περιθώριο µεταβολής του µεγέ-

θους της λίστας, λόγω εισαγωγής νέων στοιχείων.
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του πίνακα

τελευταίο στοιχείο�

της λίστας

πρώτο στοιχείο της�

 λίστας (κεφαλή)

™¯‹Ì· 3.1 

Αναπαράσταση συνεχόµενης

λίστας

Η δυσκολία στην περίπτωση αυτή είναι ο καθορισµός του µεγέθους

του πίνακα. Αν είναι σχετικά µικρό, τότε ενδεχοµένως, θα έχουµε

υπερχείλιση (overflow), δηλαδή χάσιµο, στοιχείων της λίστας σε

κάποιες µετακινήσεις. Αν είναι σχετικά µεγάλο, τότε θα έχουµε σπα-

τάλη χώρου στη µνήµη, διότι µέρος του πίνακα θα µένει αχρησιµο-

ποίητο. Επίσης, πρέπει να υπάρχει κάποια µεταβλητή που να περιέχει

κάθε φορά το δείκτη του τελευταίου στοιχείου της λίστας για να γνω-

ρίζουµε το τέλος της. Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι, λόγω της υλο-

ποίησης της συνεχόµενης λίστας µέσω ενός πίνακα, έχουµε δυνατό-

τητα άµεσης προσπέλασης των στοιχείων της.

Συνήθως, σε µια γλώσσα υψηλού επιπέδου µια συνεχόµενη λίστα ορί-

ζεται σαν µια εγγραφή µε δύο πεδία, από τα οποία το ένα είναι ένας

πίνακας κάποιου µεγέθους και το άλλο είναι ένας µετρητής που απο-

θηκεύει το δείκτη του τελευταίου στοιχείου της λίστας. Στο παρακά-

τω Παράδειγµα 3.1α, παρουσιάζεται µια τέτοια υλοποίηση στην

Pascal και στο Παράδειγµα 3.1β στη C.

[2] Η οριζόντια απεικόνιση ενός πίνακα, όπως αυτή στο Σχήµα 3.1, είναι εναλλακτι-
κή της κατακόρυφης, όπως αυτή στο Σχήµα 2.1β.
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Ορισµός συνεχόµενης λίστας στην Pascal

Ο ορισµός της δοµής µιας συνεχόµενης λίστας µπορεί να γίνει στην

Pascal ως εξής:

type

slista  = record

stoixeia: array [1..n] of typostoixeiou;

telos: 0..n

end;

Ορίζεται, δηλαδή, ένας νέος τύπος δεδοµένων (type) µε όνοµα slista

που είναι µια εγγραφή (record) µε δύο πεδία. Το πρώτο πεδίο (stoixeia)

είναι ένας πίνακας (array) µε δείκτες από το σύνολο ακεραίων {1, 2,

�, n}, δηλ. µεγέθους n, και στοιχεία κάποιου τύπου, έστω

'typostoixeiou'. Το δεύτερο πεδίο (telos) είναι µια ακέραια µεταβλητή

που παίρνει τιµές από το σύνολο ακεραίων {0, 1, 2, �, n}.

Στο πεδίο �stoixeia� αποθηκεύονται τα στοιχεία της λίστας. Το πεδίο

�telos� παίζει το ρόλο του δείκτη του τέλους της λίστας και ενηµερώ-

νεται κάθε φορά που γίνεται κάποια αλλαγή στο µέγεθος της λίστας,

λόγω εισαγωγής ή διαγραφής κάποιου στοιχείου της. Εποµένως, το

πεδίο αυτό µας δείχνει το µέγεθος της λίστας. Η τιµή του πεδίου �telos�

δεν πρέπει να υπερβεί την τιµή �n�, διότι τότε έχουµε υπερχείλιση. Επί-

σης, παίρνει την τιµή �0� στην περίπτωση κενής λίστας.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1·

Ορισµός συνεχόµενης λίστας στη C

Ο ορισµός της δοµής µιας συνεχόµενης λίστας µπορεί να γίνει στην C

ως εξής:

typedef

struct {

typostoixeiou stoixeia [n];

int telos;

} slista;

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1‚



Ορίζεται, δηλαδή, ένας νέος τύπος δεδοµένων (typedef) µε όνοµα
slista που είναι µια δοµή/εγγραφή (struct) µε δύο µέλη/πεδία. Το πρώτο
πεδίο (stoixeia) είναι ένας πίνακας µεγέθους n, και στοιχεία κάποιου
τύπου, έστω 'typostoixeiou'. Το δεύτερο πεδίο (telos) είναι µια ακέ-
ραια (int) µεταβλητή (στη C δεν υπάρχει τύπος αντίστοιχος της υπο-
περιοχής ακεραίων ([1..n]) της Pascal). Για τα υπόλοιπα ισχύουν παρό-
µοια, όπως και στο Παράδειγµα 3.1α.
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3.1.3 ∞Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓË˜ Ï›ÛÙ·˜

Για την αναπαράσταση µιας συνδεδεµένης λίστας µαζί µε την τιµή
κάθε στοιχείου αποθηκεύεται και ένας σύνδεσµος (link) ή δείκτης[3]

(pointer) που «δείχνει» στην (πρώτη) θέση µνήµης του επόµενου στοι-
χείου της λίστας. Επειδή λοιπόν, τα «στοιχεία» µιας συνδεδεµένης
λίστας είναι πιο σύνθετα από αυτά µιας συνεχόµενης λίστας, αποκα-
λούνται κόµβοι (nodes). Ένας κόµβος αποτελείται από δύο τµήµατα.
Το αριστερό τµήµα περιέχει την πληροφορία (τιµή) του κόµβου και
συνιστά το στοιχείο του κόµβου. Το δεξιό τµήµα περιέχει τη διεύθυν-
ση της (πρώτης) θέσης µνήµης του επόµενου κόµβου, είναι δηλαδή
ένας δείκτης στον επόµενο κόµβο της λίστας. Μια λίστα µε κόµβους
τέτοιας δοµής ονοµάζεται απλά συνδεµένη λίστα (one-way or singly
linked list). Υπάρχουν και άλλοι τύποι συνδεδεµένης λίστας, που
παρουσιάζονται στην τελευταία ενότητα του κεφαλαίου αυτού.

Στο Σχήµα 3.2 παρουσιάζεται η γραφική απεικόνιση µιας απλά συνδε-
δεµένης λίστας τεσσάρων στοιχείων L = (l1, l2, l3, l4), που αποτελείται
δηλαδή από τέσσερις κόµβους (Ν1, Ν2, Ν3, Ν4). Κάθε κόµβος Ni παρι-
στάνεται από ένα επίµηκες ορθογώνιο παραλληλόγραµµο χωρισµένο
σε δύο τµήµατα. Το αριστερό τµήµα παριστάνει το αντίστοιχο στοιχείο
Li της λίστας και περιέχει την αντίστοιχη τιµή li. Το δεξιό τµήµα παρι-
στάνει το δείκτη Pi του κόµβου που περιέχει τη διεύθυνση του επόµε-
νου κόµβου της λίστας. Το γεγονός ότι ο δείκτης αυτός «δείχνει» στον
επόµενο κόµβο απεικονίζεται µε ένα ειδικό βέλος ( ). Το τελευ-
ταίο στοιχείο της λίστας (κόµβος N4) δεν περιέχει βέλος, αλλά µόνο
την έντονη τελεία του βέλους, διότι εφόσον είναι ο τελευταίος κόµβος
της λίστας δε «δείχνει» πουθενά. Η τελεία αυτή συµβολίζει τον κενό
δείκτη (null pointer). Ο κενός δείκτης θωρείται ότι έχει σαν τιµή την

[3] Προσοχή να µη γίνεται σύγχυση µεταξύ αυτών των �δεικτών� (pointes) και των
�δεικτών� (indexes) ενός πίνακα.
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ειδική τιµή �NIL�. Η µεταβλητή δείκτη L ονοµάζεται δείκτης αρχής,
«δείχνει» στην κεφαλή της λίστας (κόµβος N1) και ουσιαστικά, αντι-
προσωπεύει τη λίστα. Σε κενή λίστα, ο δείκτης αυτός έχει τιµή NIL.

Η υλοποίηση µιας απλά συνδεδεµένης λίστας µπορεί να γίνει κατά δύο

τρόπους. Ο ένας τρόπος είναι µε τη χρήση πινάκων. Συνήθως, χρησι-

µοποιούνται δύο πίνακες, εκ των οποίων ο ένας περιέχει τα στοιχεία

των κόµβων και ο δεύτερος τους δείκτες των κόµβων. ∆ηλαδή, τα τµή-

µατα κάθε κόµβου (στοιχείο, δείκτης) αντιστοιχούν σε οµοθέσια στοι-

χεία των δύο πινάκων. Ο τρόπος αυτός χρησιµοποιείται για την υλο-

ποίηση συνδεδεµένων λιστών στις παλαιότερες γλώσσες υψηλού επι-

πέδου, όπως η FORTRAN, η BASIC και η COBOL, που δε διαθέτουν

µηχανισµό δηµιουργίας δεικτών (συνδέσµων).

Ο δεύτερος τρόπος χρησιµοποιεί µεταβλητές δείκτη (pointer

variables)[4]. Ο δείκτης (pointer) είναι ένας τύπος δεδοµένων που έχει

πεδίο τιµών το σύνολο των διευθύνσεων της µνήµης του Η/Υ. Μια

µεταβλητή δείκτη παίρνει σαν τιµές διευθύνσεις θέσεων µνήµης που

αντιστοιχούν σε κόµβους, δηλαδή σε σύνθετες τιµές. Έτσι, για κάθε

κόµβο χρησιµοποιείται και µια µεταβλητή δείκτη (ή ένας δείκτης).

Ο τρόπος αυτός χρησιµοποιείται για υλοποίηση µε γλώσσες υψηλού

επιπέδου που παρέχουν κάποιο µηχανισµό δηµιουργίας δεικτών, όπως

η Pascal και η C. Στο κεφάλαιο αυτό, ασχολούµαστε µε αυτό το δεύ-

τερο τρόπο υλοποίησης συνδεδεµένων λιστών. Συνήθως, σε µια τέτοια

γλώσσα, ο κάθε κόµβος ορίζεται σαν µια εγγραφή µε δύο πεδία, το ένα

περιέχει το στοιχείο και το άλλο τον δείκτη.

l2

L2

N1 N2 N3 N4

L4L3

l1

L1

l3 l4

�

P1 P2 P3 P4L

δείκτης�
αρχής

τιµές
στοιχείο

δείκτης

κόµβοςκεφαλή τελευταίο�
στοιχείο

™¯‹Ì· 3.2

Σχηµατική παράσταση απλά

συνδεδεµένης λίστας

[4] Προσοχή να µη γίνεται σύγχυση µεταξύ µεταβλητών µε δείκτη (indexed variables),
που αναφέρονται σε πίνακες, και µεταβλητών δείκτη (pointer variables), που ανα-
φέρονται σε συνδεδεµένες λίστες.



Ορισµός απλά συνδεδεµένης λίστας στην Pascal

Στην Pascal, ο ορισµός µιας απλά συνδεδεµένης λίστας ως τύπου δεδο-

µένων, µπορεί να γίνει ως εξής:

type

deiktiskombou = ^kombos;

kombos = record

stoixeio: typostoixeiou;

deiktis: deiktiskombou

end;

var

L: deiktiskombou;

Το σύµβολο �^� (ή �≠�) χρησιµοποιείται στην Pascal για τη δήλωση

δεικτών ακολουθούµενο από τον τύπο δεδοµένων για στιγµιότυπα του

οποίου θέλουµε να δηµιουργήσουµε δείκτες/µεταβλητές δείκτη. Στις

παραπάνω δηλώσεις, ορίζεται ένας τύπος δείκτη µε το όνοµα

�deiktiskombou�. Μεταβλητές του τύπου αυτού «δείχνουν» σε δεδο-

µένα τύπου �kombos�, δηλαδή του τύπου που ακολουθεί το σύµβολο

�^� στην πρώτη από τις παραπάνω δηλώσεις. Στη δεύτερη δήλωση,

δηλώνεται ο τύπος δεδοµένων �kombos� σαν µια εγγραφή (record) µε

δύο πεδία. Το πρώτο, �stoixeio�, αντιπροσωπεύει το στοιχείο ενός κόµ-

βου και είναι κάποιου τύπου, έστω �typostoixeiou�. Το δεύτερο πεδίο,

�deiktis�, είναι τύπου �deiktiskombou�, δηλαδή ένας δείκτης σε ένα

άλλο κόµβο. Τέλος, δηλώνεται µια µεταβλητή L τύπου

�deiktiskombou�, που αντιπροσωπεύει τον δείκτη αρχής της λίστας.

Με βάση το δείκτη αυτό, µπορούµε να προσπελάσουµε όλους τους

κόµβους µιας συνδεδεµένης λίστας.

7 5O P I ™ M O ™ ,  A N A ¶ A PA ™ TA ™ H  K A I  T Y ¶ O ™  § I ™ T ø N

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.2·
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Ορισµός απλά συνδεδεµένης λίστας στη C

Στην C ο ορισµός µιας απλά συνδεδεµένης λίστας µπορεί να γίνει ως

εξής:

typedef struct kombos *Deiktiskombou;

typedef struct kombos {

typostoixeiou stoixeio;

deiktiskombou deiktis;

} KOMBOS;

Deiktiskombou L;

Εδώ, το �*� παίζει ένα ρόλο αντίστοιχο του �^� της Pascal. Έτσι, ορίζε-
ται ένας τύπος δείκτη µε το όνοµα �Deiktiskombou�. Μεταβλητές του
τύπου αυτού, όπως η L, «δείχνουν» σε δεδοµένα τύπου �KOMBOS�,
δηλαδή σε µια εγγραφή που περιγράφεται από τη δοµή (struct)
�kombos�. Τα υπόλοιπα, ισχύουν όπως και στο Παράδειγµα 3.2α.

Μελετήστε το τµήµα της ενότητας «8.2 Lists» µε τίτλο «Comparing

Sequential and Linked List Representation» του βιβλίου του Thomas

A. Standish, �Data Structures, Algorithms and Software Principles�,

Addison-Wesley, 1994, και την υποενότητα «4.1.3 Comparison of

List Implementations» του βιβλίου του Clifford A. Shaffer, �A

Practical Introduction to Data Structures and Algorithm Analysis�,

Prentice Hall, 1997 και συνοψίστε τα κυριότερα σηµεία τους σε µια-

δύο σελίδες. Θα ήταν χρήσιµο να επανέλθετε στα τµήµατα αυτά και

µετά τη µελέτη των επόµενων δύο ενοτήτων. Τη δική µας απάντη-

ση-σύνοψη θα τη βρείτε στο τέλος του βιβλίου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 3.1

3.2 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÂ Û˘ÓÂ¯fiÌÂÓË Ï›ÛÙ·

3.2.1 ¢È·¤Ú·ÛË

Η διαπέραση (traversal) είναι µια από τις συνήθεις πράξεις στις δοµές

δεδοµένων. ∆ιαπέραση σε µια λίστα (ή έναν πίνακα) σηµαίνει να «περά-

σουµε» από όλα τα στοιχεία της, το ένα µετά το άλλο, και να εφαρµό-

σουµε κάποιο είδος επεξεργασίας σ�αυτά. Αυτό, συχνά ονοµάζεται και

επίσκεψη (visiting). Το είδος της επεξεργασίας εξαρτάται από το συγκε-

κριµένο πρόβληµα. Π.χ., αύξηση της τιµής των στοιχείων κατά ένα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.2‚



Ο αλγόριθµος για τη διαπέραση µιας συνεχόµενης λίστας παρουσιά-
ζεται στο παραπάνω πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 3.1 (SL-DIAPERASH).
Την επεξεργασία που υφίσταται κάθε στοιχείο αντιπροσωπεύει η δια-
δικασία PROCESS, που δέχεται σαν παράµετρο το τρέχον στοιχείο.
Η παράµετρος T είναι ο δείκτης τέλους της λίστας, δηλαδή αντιπρο-
σωπεύει το τρέχον µέγεθος της λίστας. Ο Αλγόριθµος 3.1 µπορεί να
εφαρµοστεί και για την διαπέραση ενός πίνακα, µε τη µόνη διαφορά
ότι το T τότε αντιπροσωπεύει το (σταθερό) µέγεθος του πίνακα. Η
λογική του αλγορίθµου είναι πολύ απλή. Η διαδικασία PROCESS µπο-
ρεί να έχει και άλλες παραµέτρους εκτός του τρέχοντος στοιχείου.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.1: ∆IAΠEPAΣH ΣYNEXOMENHΣ ΛIΣTAΣ

Είσοδος: Ένας πίνακας (L) και το τρέχον µέγεθος της αντίστοιχης λίστας (T).

Έξοδος: Εξωτερικά, δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά, γίνονται µεταβολές στις τιµές των στοιχείων

της λίστας.

SL-DIAPERASH (L, T)

1 for K ¨̈ 1 to T {Καθορισµός αριθµού επαναλήψεων}

2 PROCESS (L[K]) {Εφαρµογή διαδικασίας}

endfor

3.2.2 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹

Η εισαγωγή (insertion) είναι η πράξη µε την οποία εισάγουµε ένα νέο
στοιχείο (τιµή) σε µια λίστα. Η εισαγωγή ενός στοιχείου στο τέλος
µιας λίστας, είναι µια εύκολη διαδικασία, αρκεί το µέγεθος της λίστας
να µην υπερβεί το µέγεθος του πίνακα που την αναπαριστά. Η διαδι-
κασία δυσκολεύει όταν θέλουµε να εισάγουµε ένα στοιχείο σε µια
ενδιάµεση θέση µεταξύ των στοιχείων της λίστας. Τότε, πρέπει τα
στοιχεία που βρίσκονται δεξιά της θέσης εισαγωγής να µετακινηθούν
µια θέση δεξιότερα. Στο Σχήµα 3.3 περιγράφονται οι φάσεις της δια-
δικασίας εισαγωγής ενός στοιχείου σε µια λίστα µε τρέχον µέγεθος 4,
που παριστάνεται µέσω ενός πίνακα µεγέθους 7.
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Ο Αλγόριθµος 3.2 (SL-EISAGWGH) είναι αυτός που υλοποιεί την

εισαγωγή ενός στοιχείου σε µια συνεχόµενη λίστα. Η λογική του

Αλγορίθµου 3.2 έχει ως εξής: Μετά από τον έλεγχο για το αν ο πίνα-
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(α) Πριν την εισαγωγή (β) Μετα-

κίνηση στοιχείων (γ) Εισαγωγή

στοιχείου

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.2: EIΣAΓΩΓH ΣE ΣYNEXOMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ένας πίνακας (L), το µέγεθός του (Ν), ο δείκτης τέλους της αντίστοιχης λίστας (T), η θέση

εισαγωγής (Ι) και η προς εισαγωγή τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα υπερχείλισης στην περίπτωση γεµάτου πίνακα, αλλιώς τίπο-

τα. Εσωτερικά, γίνονται οι απαραίτητες µετακινήσεις, καταχώρηση της τιµής και ενηµέρω-

ση του δείκτη τέλους σε περίπτωση επιτυχίας, αλλιώς τίποτα.

SL-EISAGWGH (L, N, T, I, X)

1 if T=N {Έλεγχος γεµάτης λίστας}

2 then print 'ΥΠΕΡΧΕΙΛΙΣΗ' {Μήνυµα υπερχείλισης}

3 else K ¨̈ T {Αρχικοποίηση µετρητή}

4 while K ≥ I {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

5 L[K+1] ¨̈ L[K] {Μετακίνηση στοιχείου µια θέση δεξιά}

6 K ¨̈ K-1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endwhile

7 L[I] ¨̈ X {Εισαγωγή στοιχείου}

8 T ¨̈ T+1 {Ενηµέρωση δείκτη τέλους}

endif



3.2.3 ¢È·ÁÚ·Ê‹

Η διαγραφή (deletion) ενός στοιχείου από µια λίστα πραγµατοποιεί-

ται µε τη µετακίνηση των στοιχείων της λίστας που είναι στα δεξιά

του, κατά µια θέση αριστερά. Ο αντίστοιχος αλγόριθµος είναι ο Αλγό-

ριθµος 3.3 (SL-DIAGRAFH).
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.3: ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYNEXOMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ένας πίνακας (L), ο δείκτης τέλους της αντίστοιχης λίστας (T) και η θέση τού προς διαγρα-

φή στοιχείου (Ι).

Έξοδος: Εξωτερικά, δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά, γίνονται οι απαραίτητες µετακινήσεις και

ενηµερώνεται ο δείκτης τέλους της λίστας.

SL-DIAGRAFH (L, T, I)

1 for K = I to T-1 {Καθορισµός ορίων επανάληψης}

2 L[K] ¨̈ L[K+1] {Μετακίνηση στοιχείου µια θέση αριστερά}

endfor

3 T ¨̈ T-1 {Ενηµέρωση δείκτη τέλους της λίστας}

Η λογική του αλγορίθµου αυτού έχει ως εξής: Γίνεται µετακίνηση των

στοιχείων που βρίσκονται στα δεξιά της θέσης Ι του προς διαγραφή

στοιχείου κατά µια θέση αριστερά, αρχίζοντας από το πρώτο δεξιά

στοιχείο, µε τη διάταξη for (βήµατα 1-2). Στη συνέχεια, ελαττώνεται

ο δείκτης τέλους της λίστας T κατά ένα (βήµα 3), αφού το µέγεθος της

λίστας ελαττώθηκε.

κας είναι γεµάτος, οπότε επιστρέφει µήνυµα υπερχείλισης (βήµατα 1-

2), αρχίζει ο κυρίως αλγόριθµος. Γίνεται µετακίνηση κατά µια θέση

δεξιά των στοιχείων της λίστας που βρίσκονται στη θέση Ι και δεξιά

της, αρχίζοντας από το τέλος της λίστας (θέση T) και προχωρώντας

προς τα αριστερά (µέχρι και τη θέση Ι). Αυτό επιτυγχάνεται µε τη διά-

ταξη while (βήµατα 4-6) µε κατάλληλη αρχικοποίηση του µετρητή Κ

(βήµα 3). Στη συνέχεια, γίνεται καταχώρηση του στοιχείου Χ στην

κενή θέση Ι του πίνακα (βήµα 7) και αυξάνεται ο δείκτης τέλους της

λίστας κατά ένα (βήµα 8), αφού το µέγεθος της λίστας αυξήθηκε κατά

ένα, λόγω της εισαγωγής του στοιχείου. 



Ο ζητούµενος αλγόριθµος, που είναι ένας συνδυασµός των αλγορίθ-
µων αναζήτησης (Αλγόριθµος 2.1) και διαγραφής (Αλγόριθµος 3.3),
παρουσιάζεται στο παραπάνω πλαίσιο ως Αλγόριθµος Π3.3. Η λογι-
κή του αλγορίθµου είναι η ακόλουθη: Κατ' αρχήν, αναζητούµε το
στοιχείο µε τη δοθείσα τιµή (βήµατα 1-3) και, όταν το βρούµε (βήµα
4), το διαγράφουµε (βήµατα 5-7), αλλιώς επιστρέφουµε ένα µήνυµα
αποτυχίας (βήµα 8).
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Αλγόριθµος Αναζήτησης και ∆ιαγραφής Στοιχείου

Θεωρούµε µια συνεχόµενη λίστα και µια τιµή. Το ζητούµενο είναι να

σχεδιάσουµε ένα αλγόριθµο που να βρίσκει αν υπάρχει στοιχείο µε

αυτή την τιµή στη λίστα και, αν υπάρχει, να το διαγράφει.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.3.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Π3.3: ANAZHTHΣH - ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYNEXOMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ένας πίνακας (L), ο δείκτης τέλους της αντίστοιχης λίστας (T) και η τιµή τού προς διαγρα-

φή στοιχείου (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα λάθους στην περίπτωση που το Χ δεν υπάρχει, αλλιώς τίπο-

τα. Εσωτερικά, διαγράφεται το στοιχείο, γίνονται οι απαραίτητες µετακινήσεις και ενηµε-

ρώνεται ο δείκτης τέλους σε περίπτωση επιτυχίας, αλλιώς τίποτα.

SL-ANAZHTHSH-DIAGRAFH(L, T, X)

1 I ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while (I � T)  and (L[I] π X) {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 I ¨̈ I + 1 {Ενηµέρωση δείκτη θέσης}

endwhile

4 if L[I] = X {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

5 then for K = I to T-1 {Καθορισµός ορίων επανάληψης}

6 L[K] ¨̈ L[K+1] {Μετακίνηση µια θέση αριστερά}

endfor

7 T ¨̈ T - 1 {Ενηµέρωση δείκτη τέλους }

else print 'ΑΝΥΠΑΡΚΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ' {Μήνυµα λάθους}

8 endif

3.2.4 ∞Ó·˙‹ÙËÛË

Οι µέθοδοι γραµµικής και δυαδικής αναζήτησης σε πίνακα εφαρµό-

ζονται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο και σε συνεχόµενη λίστα. Οι αντί-

στοιχοι αλγόριθµοι (2.1 και 2.2) παραµένουν οι ίδιοι µε τις εξής µετο-

νοµασίες παραµέτρων µόνο: L αντί Α και T αντί Ν.
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∆ίνεται µια τιµή (στοιχείο) και µια διατεταγµένη συνεχόµενη λίστα.

Ζητείται να σχεδιαστεί αλγόριθµος που να εισάγει την τιµή στη

σωστή θέση µέσα στη λίστα.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.1

∆ίνεται µια τιµή (στοιχείο) και µια συνεχόµενη λίστα. Ζητείται να

σχεδιαστεί αλγόριθµος που να διαγράφει όλα τα στοιχεία της λίστας

που έχουν τιµή ίση µε τη δοθείσα.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.2

3.3 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÂ ·Ï¿ Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓË Ï›ÛÙ·

Κάθε γλώσσα προγραµµατισµού που παρέχει δείκτες, διαθέτει και

αντίστοιχες διαδικασίες δηµιουργίας και απαλοιφής δεικτών. Π.χ., η

Pascal διαθέτει τις διαδικασίες �new(p)� και �dispose(p)� για τη δηµι-

ουργία και απαλοιφή αντίστοιχα, ενός κόµβου στον οποίο «δείχνει» ο

δείκτης �p�. Στους αλγορίθµους που σχετίζονται µε τη συνδεδεµένη

αναπαράσταση, δε µας απασχολούν τέτοια θέµατα. Θεωρούµε ότι οι

κόµβοι έχουν ήδη µε κάποιο τρόπο παραχθεί και στη διαγραφή τους

δεν µας απασχολεί θέµα απελευθέρωσης µνήµης.

Επίσης, χρησιµοποιούµε τη βοηθητική συνάρτηση KOMBOS. Η

KOMBOS(P), όπου P δείκτης, επιστρέφει τον κόµβο στον οποίο «δεί-

χνει» ο δείκτης. Ακόµη, τα STOIXEIO(KOMBOS(P)), DEIKTHS

(KOMBOS(P)) ενεργούν ως τρόποι (µεταβλητές) προσπέλασης των

τµηµάτων του κόµβου KOMBOS(P).

Τέλος, πρέπει να διευκρινίσουµε τις διαφορές στις έννοιες των εκφρά-

σεων «κόµβος του δείκτη Ρi», «δείκτης του κόµβου Νi» και «δείκτης

στον κόµβο Νi», που χρησιµοποιούνται στη συνέχεια. Αναφερόµενοι στο

Σχήµα 3.2, ο «κόµβος του Ρ1», που εκφράζεται ως KOMBOS(P1), είναι

ο κόµβος Ν2, δηλαδή ο κόµβος στον οποίο «δείχνει» ο δείκτης Ρ1. Ο «δεί-

κτης του κόµβου Ν2», που εκφράζεται ως DEIKTHS(KOMBOS(Ρ1)),

είναι ο Ρ2, δηλαδή ο «δείκτης στον κόµβο Ν3».

3.3.1 ¢È·¤Ú·ÛË

Ο αλγόριθµος για τη διαπέραση µιας απλά συνδεδεµένης λίστας

παρουσιάζεται στο επόµενο πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 3.4 (DL-



3.3.2 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹

Η εισαγωγή σε µια συνδεδεµένη λίστα σηµαίνει την παρεµβολή ενός

κόµβου σε κάποια θέση µεταξύ δύο ήδη υπαρχόντων κόµβων της

λίστας. Η αρχική κατάσταση της διαδικασίας αυτής απεικονίζεται στο

Σχήµα 3.4, ενώ η τελική στο Σχήµα 3.5.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.4: ∆IAΠEPAΣH ΣYN∆E∆EMENHΣ ΛIΣTAΣ

Είσοδος: Ο δείκτης αρχής (L) µιας συνδεδεµένης λίστας.

Έξοδος: Εξωτερικά, δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά, γίνονται µεταβολές στις τιµές των στοιχείων

της λίστας.

DL-DIAPERASH (L)

1 P ¨̈ L {Αρχικοποίηση δείκτη}

2 while P ≠ NIL {Συνθήκη τερµατισµού}

3 ROCESS (STOIXEIO(KOMBOS(P))) {Εφαρµογή διαδικασίας}

4 P ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση τρέχοντος δείκτη}

endwhile

DIAPERASH). Η µεταβλητή L είναι ο δείκτης αρχής της λίστας,

δηλαδή περιέχει τη διεύθυνση του πρώτου κόµβου της λίστας, ενώ η

µεταβλητή P είναι µια βοηθητική (τοπική) µεταβλητή δείκτη, που αντι-

προσωπεύει τη διεύθυνση του τρέχοντος κόµβου. Επίσης, χρησιµο-

ποιείται πάλι η διαδικασία PROCESS.

Η λογική του Αλγορίθµου 3.4 έχει ως ακολούθως: Κατ� αρχήν, αρχι-

κοποιούµε τη βοηθητική (τοπική) µεταβλητή P, δίνοντάς της σαν τιµή

τη διεύθυνση του πρώτου κόµβου της λίστας. Στη συνέχεια, ξεκινά µια

επαναληπτική διαδικασία που έχει δύο βήµατα στο σώµα της. Στο

πρώτο (βήµα 3), εφαρµόζεται η διαδικασία PROCESS στο στοιχείο

του τρέχοντος κόµβου. Στο δεύτερο (βήµα 4), ενηµερώνεται ο δείκτης

P ώστε να δείχνει τον επόµενο κόµβο της λίστας. Η εκτέλεση των

βηµάτων αυτών τερµατίζεται όταν ο δείκτης P πάρει την τιµή NIL,

που σηµαίνει ότι δεν υπάρχει επόµενος κόµβος.
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l2

L2

N1 N2 N3 N4

L4L3

l1

L1

l3 l4

P1 P2 P3 P4L

Nx

lx

Lx PxP

�

(α)

(β)

™¯‹Ì· 3.4 

Κατάσταση πριν την εισαγωγή

κόµβου σε συνδεδεµένη λίστα: (α)

προς εισαγωγή κόµβος, (β) αρχι-

κή συνδεδεµένη λίστα

Ο αλγόριθµος που πραγµατοποιεί την εισαγωγή αυτή, παρουσιάζεται

στο επόµενο πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 3.5 (DL-EISAGWGH-META).

∆έχεται δύο παραµέτρους εισόδου, τον δείκτη στον προς εισαγωγή

κόµβο (Ρ) και τον δείκτη στον κόµβο µετά τον οποίο θα γίνει η εισα-

γωγή (ΡΙ). Μετά τον έλεγχο για την ύπαρξη των δύο δεικτών και την

επιστροφή κατάλληλου µηνύµατος (βήµατα 1-2), αρχίζει ο κυρίως

αλγόριθµος που αποτελείται από δύο βήµατα. Στο βήµα 3, ο δείκτης

του (προς εισαγωγή) κόµβου Ρ γίνεται δείκτης στον κόµβο που είναι

µετά τον κόµβο PI. Αναφερόµενοι στο Σχήµα 3.4, για το οποίο P = Ρ

και PI = P1, ο δείκτης (του κόµβου Νx) Px παίρνει την τιµή του P2,

δηλαδή δείχνει στον κόµβο Ν3. Στο βήµα 4, ο δείκτης του κόµβου PI

παίρνει την τιµή του δείκτη στον προς εισαγωγή κόµβο. Σε αναφορά

πάλι µε το Σχήµα 3.4, ο δείκτης P2 παίρνει την τιµή του Ρ.

l2

L2

N1 N2 N3 N4

L4L3

l1

L1

l3 l4

P1 P2 P3 P4L Nx

lx

Lx Px ™¯‹Ì· 3.5

Κατάσταση µετά την εισαγωγή

κόµβου σε συνδεδεµένη λίστα

Τα βήµατα 3 και 4 του αλγορίθµου παριστάνονται διαγραµµατικά, για

τα δεδοµένα των Σχηµάτων 3.4 και 3.5, στο Σχήµα 3.6.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.5: EIΣAΓΩΓH ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ο δείκτης στον προς εισαγωγή κόµβο (Ρ) και ο δείκτης στον κόµβο της λίστας µετά τον

οποίο θα γίνει η εισαγωγή του νέου κόµβου (ΡΙ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα λάθους στην περίπτωση µη έγκυρων δεικτών, αλλιώς τίπο-

τα. Εσωτερικά, γίνονται µεταβολές στη λίστα σε περίπτωση επιτυχούς εισαγωγής, αλλιώς

τίποτα.

DL-EISAGWGH-META (P, PI)

1 if (P = NIL) or (PI = NIL) {Έλεγχος δεικτών}

2 then print �ΑΝΥΠΑΡΚΤΟΣ ΚΟΜΒΟΣ� {Μήνυµα λάθους}

3 else DEIKTHS(KOMBOS(P)) ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(PI)) {Ενηµέρωση δείκτη}

4 DEIKTHS(KOMBOS(PI)) ¨̈ P {Ενηµέρωση δείκτη}

endif

l2

L2

N2 N3

L3

l3

P2 P3

P

Nx

lx

Lx Px

l2

L2

N2 N3

L3

l3

P2 P3

P

Nx

lx

Lx Px

(α) (β)

™¯‹Ì· 3.6

∆ιαγραµµατική αναπαρά-

σταση (α) βήµα 3 (β)

βήµα 4 του Αλγορίθµου

3.5

3.3.3 ¢È·ÁÚ·Ê‹

Η διαγραφή ενός κόµβου από µια συνδεδεµένη λίστα απεικονίζεται
διαγραµµατικά στο Σχήµα 3.7. Ο αντίστοιχος αλγόριθµος παρουσιά-
ζεται στο επόµενο πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 3.6 (DL-DIAGRAFH-
META). ∆έχεται µια παράµετρο (ΡΙ) που αντιπροσωπεύει την τιµή του
δείκτη που «δείχνει» στον προηγούµενο, του προς διαγραφή, κόµβο
(π.χ. την τιµή του Ρ1 στο Σχήµα 3.7, που δείχνει στον Ν2). Η παράµε-
τρος αυτή, δεν αντιπροσωπεύει τον δείκτη που «δείχνει» στον προς
διαγραφή αλλά στον προηγούµενο κόµβο, διότι, όπως φαίνεται από το
Σχήµα 3.7, απαιτείται ο δείκτης του προηγούµενου κόµβου να αλλά-
ξει τιµή και να «δείχνει» στον επόµενο, του προς διαγραφή, κόµβο. Αν
µας δίνονταν µόνο η τιµή του δείκτη στον προς διαγραφή κόµβο, δε
θα ήταν δυνατό να προσπελάσουµε το δείκτη του προηγούµενου κόµ-
βου, ενώ το αντίστροφο είναι δυνατό.
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Στο βήµα 1 γίνεται έλεγχος ύπαρξης του προηγούµενου (ΡΙ = ΝΙL) και

του προς διαγραφή (DEIKTHS(KOMBOS(PI)) = NIL) κόµβου. Αν

κάποιος από αυτούς δεν υπάρχει, τότε επιστρέφει το αντίστοιχο µήνυ-

µα. Αλλιώς, προχωρά στον κυρίως αλγόριθµο που είναι τα βήµατα 3

και 4. Στο βήµα 3 κάνουµε την τιµή µιας βοηθητικής µεταβλητής δεί-

κτη Ρ ίση µε την τιµή του δείκτη στον υπό διαγραφή κόµβο (ή, µε

άλλα λόγια, του δείκτη του προηγουµένου τού υπό διαγραφή κόµβου),

δηλαδή αποθηκεύουµε την τρέχουσα τιµή του «δείκτη στον υπό δια-

γραφή κόµβο». Σε αναφορά µε το Σχήµα 3.7, η Ρ παίρνει την τιµή του

Ρ2. Στο βήµα 4 ενηµερώνουµε το δείκτη του προηγουµένου τού υπό

διαγραφή κόµβου (δηλαδή του κόµβου Ν2 στο Σχήµα 3.7) µε την τιµή

του δείκτη του προς διαγραφή κόµβου (ή µε άλλα λόγια του δείκτη

στον επόµενο τού προς διαγραφή κόµβου) ώστε να «δείχνει» στον επό-

µενο τού προς διαγραφή κόµβου. ∆ηλαδή, ο Ρ2 παίρνει την τιµή του

Ρ3, ώστε να «δείχνει» στον Ν4.

Μια ειδική περίπτωση διαγραφής, είναι εκείνη όπου θέλουµε να δια-
γράψουµε την κεφαλή µιας λίστας. Στην περίπτωση αυτή, ο Aλγόριθ-
µος 3.6 µετατρέπεται ως εξής: α) τη θέση του ΡΙ παίρνει ο L, β) ο έλεγ-
χος στο βήµα 1 περιλαµβάνει µόνο το L και γ) τα βήµατα 3, 4 συνο-
ψίζονται στο L ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(L)).

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 3.6: ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ο δείκτης (PI) στον προηγούµενο, του προς διαγραφή, κόµβο.

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα λάθους στην περίπτωση µη έγκυρων δεικτών, αλλιώς τίπο-

τα. Εσωτερικά, γίνονται µεταβολές στη λίστα σε περίπτωση επιτυχούς διαγραφής, αλλιώς

τίποτα.

DL-DIAGRAFΗ(PI)

1 if (PI=NIL) or (DEIKTHS(KOMBOS(PI))=NIL) {Έλεγχος δεικτών}

2 then print �ΑΝΥΠΑΡΚΤΟΣ ΚΟΜΒΟΣ� {Μήνυµα λάθους}

3 else P ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(PI)) {Ενηµέρωση δεικτών}

4 DEIKTHS(KOMBOS(PI)) ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(P)) 

endif
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∆ιαγραφή Κ-οστού κόµβου συνδεδεµένης λίστας

∆ίνεται µια απλά συνδεδεµένη λίστα και ένας ακέραιος αριθµός Κ.

Ζητείται να σχεδιαστεί αλγόριθµος που να διαγράφει το Κ-οστό κόµβο

της λίστας.

Ενώ σε µια συνεχόµενη λίστα η πρόσβαση σ� ένα στοιχείο που δίνε-

ται η σειρά του είναι εύκολη, λόγω της άµεσης προσπέλασης που προ-

σφέρει η αναπαράσταση µέσω πίνακα, σε µια συνδεδεµένη λίστα δεν

είναι. Για να γίνει αυτό, πρέπει να γίνει µια διαπέραση της λίστας κατά

την οποία, αντί επεξεργασίας, θα γίνεται καταµέτρηση των κόµβων

µέχρι τη θέση Κ. Αυτό γίνεται στο πρώτο τµήµα του Αλγορίθµου Π3.4

(DL-DIAGRAFH-K), που είναι ο ζητούµενος και παρουσιάζεται στο

παρακάτω πλαίσιο.

Το πρώτο αυτό τµήµα αποτελείται βασικά από τη διάταξη επανάλη-

ψης while (βήµατα 2-5). Το βήµα 1 δίνει αρχικές τιµές σε δύο τοπι-

κές µεταβλητές, την ΡΚ και τη Ι. Η πρώτη, αντιπροσωπεύει το δεί-

κτη του τρέχοντος κόµβου και, τελικά, το δείκτη του Κ-οστού κόµ-

βου, ενώ η δεύτερη, τη θέση του κόµβου. Μέσα στη διάταξη while

χρησιµοποιείται και η µεταβλητή ΡΙ που αντιπροσωπεύει το δείκτη

στον προηγούµενο, του τρέχοντος, κόµβο. Θυµηθείτε ότι, η διαγρα-

φή ενός στοιχείου από συνδεδεµένη λίστα απαιτεί και αυτόν το δεί-

κτη (Αλγόριθµος 3.6).

Η επανάληψη του σώµατος του while σταµατά όταν φθάσουµε είτε

στον Κ-οστό κόµβο είτε στο τέλος της λίστας (P = NIL). Στην πρώτη

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.4

™¯‹Ì· 3.7

(α) Κατάσταση πριν,

(β) κατάσταση µετά τη διαγραφή

κόµβου

l2
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N1 N2 N3 N4

L4L3
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l3 l4

P1 P2 P3 P4L�

(α)

l2

L2

N1 N2 N3 N4

L4L3

l1

L1

l3 l4

P1 P2 P3 P4L�

(β)



περίπτωση, γίνεται διαγραφή του κόµβου, ενώ στη δεύτερη, επιστρέ-

φει ένα µήνυµα λάθους. Αυτό υλοποιείται από το δεύτερο τµήµα του

αλγορίθµου, που είναι µια διάταξη if (βήµατα 6-8).
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∆ίνονται µια απλά συνδεδεµένη λίστα και δύο ακέραιοι αριθµοί Κ

και Μ. Να σχεδιαστεί αλγόριθµος που να εναλλάσσει τις τιµές των

στοιχείων του Κ-οστού και του Μ-οστού κόµβου.

ÕÛÎËÛË 
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.3

3.3.4 ∞Ó·˙‹ÙËÛË

Για την αναζήτηση ενός στοιχείου σε µια συνδεδεµένη λίστα µπορεί

να εφαρµοστεί µόνο η µέθοδος της γραµµικής αναζήτησης. Η δυαδι-

κή αναζήτηση δεν µπορεί να εφαρµοστεί, διότι δεν υπάρχει απ' ευθεί-

ας τρόπος να υπολογιστεί ο δείκτης του 'µεσαίου' στοιχείου. Εποµέ-

νως, είτε η λίστα είναι διατεταγµένη είτε όχι, χρησιµοποιούµε τη γραµ-

µική αναζήτηση, ψάχνουµε δηλαδή τα στοιχεία της λίστας ένα-ένα.

Βέβαια, όταν η λίστα είναι διατεταγµένη, έχουµε διαφορετική συνθή-

κη τερµατισµού του αλγορίθµου.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Π3.4: ∆IAΓPAΦH K�OΣTOY KOMBOY ΣYN∆E∆EMENHΣ ΛIΣTAΣ

Είσοδος: Ο δείκτης αρχής µιας απλά συνδεδεµένης λίστας (L) και ένας ακέραιος αριθµός (Κ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει ένα µήνυµα λάθους σε περίπτωση ανυπαρξίας του Κ-οστού κόµβου,

αλλιώς τίποτα. Εσωτερικά, γίνεται διαγραφή του κόµβου σε περίπτωση επιτυχίας.

DL-DIAGRAFΗ-Κ(L, Κ)

1 PK ¨̈ L, I ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while (PK≠NIL) and (I£K) {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 PI ¨̈ P {Ενηµέρωση δείκτη}

4 PK ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(PK)) {Ενηµέρωση δείκτη}

5 Ι ¨̈ Ι+1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endwhile

6 if (PΚ≠NIL) {Έλεγχος αποτελέσµατα}

7 then DEIKTHS(KOMBOS(PI)) ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(PK)) {Επιτυχία}

8 else print �ΑΝΥΠΑΡΚΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ� {Αποτυχία}

endif
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Εύρεση Μηδενικών Στοιχείων σε Απλά Συνδεδεµένη Λίστα

Θεωρούµε µια απλά συνδεδεµένη λίστα στην οποία αποθηκεύουµε

αριθµούς. Το ζητούµενο είναι να σχεδιάσουµε έναν αλγόριθµο που να

µετρά τον αριθµό των στοιχείων µε µηδενική τιµή.

Ο ζητούµενος αλγόριθµος παρουσιάζεται στο παρακάτω πλαίσιο ως

Αλγόριθµος Π3.5 (DL-EURESH-MHDEN). Θα µπορούσε να θεωρη-

θεί σαν µια τροποποίηση του αλγορίθµου διαπέρασης (Αλγόριθµος

3.4). Η βασική ιδέα είναι ότι περνάµε από όλους τους κόµβους της

λίστας, µέσω µιας επαναληπτικής διάταξης while (βήµατα 2-4), και

σε κάθε κόµβο εξετάζουµε αν η τιµή του στοιχείου του είναι µηδενι-

κή (βήµα 3). Αν είναι, καταγράφουµε τη διαπίστωση µε την αύξηση

της τιµής του µετρητή Ι (βήµα 4). Αν όχι, προχωρούµε στον επόµενο

κόµβο (βήµα 5). Στο τέλος, επιστρέφουµε την τιµή του µετρητή που

αντιπροσωπεύει τον αριθµό των µηδενικών στοιχείων της λίστας

(βήµα 6).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.5

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Π3.5: EYPEΣH MH∆ENIKΩN ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ο δείκτης αρχής (L) µιας λίστας.

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει τον αριθµό των µηδενικών στοιχείων της λίστας. Εσωτερικά, δεν

γίνεται τίποτα.

DL-EURESH-MHDEN(L)

1 P ¨̈ L, I ¨̈ 0 {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while P ≠ NIL {Συνθήκη επανάληψης}

3 if STOIXEIO(KOMBOS(P))=0 {Έλεγχος µηδενικού στοιχείου}

4 then I ¨̈ I+1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endif

5 P ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση τρέχοντος δείκτη}

endwhile

6 print I {Επιστροφή τιµής µετρητή}



3.4 ∞ÏÏÂ˜ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜ Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓË˜ Ï›ÛÙ·˜

Εκτός από την απλά συνδεδεµένη λίστα υπάρχουν και άλλοι τύποι

συνδεδεµένης λίστας. Οι πιο γνωστοί είναι τρεις, τους οποίους και

περιγράφουµε συνοπτικά, στη συνέχεια.

3.4.1 ¢ÈÏ¿ Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓË Ï›ÛÙ·

Στη διπλά συνδεδεµένη λίστα (two-way or doubly linked list), οι κόµβοι

έχουν δύο δείκτες, έναν που «δείχνει» στον επόµενο κόµβο και ονο-

µάζεται δεξιός δείκτης (right pointer), και έναν που «δείχνει» στον

προηγούµενο κόµβο και ονοµάζεται αριστερός δείκτης (left pointer).

Στο Σχήµα 3.8, απεικονίζεται η σχηµατική παράσταση µιας διπλά συν-

δεδεµένης λίστας. Όπως παρατηρείτε, ο κάθε κόµβος αποτελείται από

τρία τµήµατα, δύο ακραία για την αποθήκευση των δύο δεικτών και το

µεσαίο για την αποθήκευση του στοιχείου (πληροφορίας) του κόµβου.
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Να σχεδιάσετε ένα αλγόριθµο που να διαγράφει ένα στοιχείο µιας

απλά συνδεδεµένης λίστας, όταν δίνεται η τιµή τού προς διαγραφή

στοιχείου και όχι η τιµή του δείκτη στο προηγούµενο στοιχείο (όπως

στον βασικό αλγόριθµο 3.6).

ÕÛÎËÛË 
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.4

L2

N1 N2 N3 N4

L4L3L1 Pr1 Pr2 Pr3 Pr4L

αριστερός δείκτης

στοιχείο

δεξιός δείκτης

Pl2�Pl1 Pl3 Pl4

l1 l2 l3 l4

™¯‹Ì· 3.8

Σχηµατική παράσταση διπλά συν-

δεδεµένης λίστας

∆οθέντος ενός δείκτη Ρ µπορούµε να προσπελάσουµε όλους τους υπό-

λοιπους κόµβους της λίστας, κινούµενοι είτε προς τη µια είτε προς την

άλλη κατεύθυνση, πράγµα που δεν µπορεί να γίνει σε µια απλά συν-

δεδεµένη λίστα. Γι΄ αυτό, µπορούµε να εισάγουµε και να διαγράψου-

µε έναν κόµβο είτε πριν είτε µετά από τον δοθέντα.

3.4.2 K˘ÎÏÈÎ‹ Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓË Ï›ÛÙ·

Σε µια κυκλική συνδεδεµένη λίστα (circular linked list) ο δείκτης του

τελευταίου κόµβου «δείχνει» πίσω στον πρώτο κόµβο της λίστας,
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όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 3.9. Η κυκλική λίστα έχει το πλεονέ-

κτηµα, όπως και η διπλά συνδεδεµένη, ότι µπορούµε να προσπελά-

σουµε από έναν κόµβο οποιοδήποτε άλλο κόµβο.

L2

N1 N2 N3 N4

L4L3L1 P1 P2 P3 P4L �

l1 l2 l3 l4

™¯‹Ì· 3.9

Σχηµατική παράσταση κυκλικής

συνδεδεµένης λίστας

3.4.3 ™˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓË Ï›ÛÙ· ÌÂ ÎÂÊ·Ï›‰·

Μια συνδεδεµένη λίστα µε κεφαλίδα (header linked list) περιλαµβάνει

ένα ειδικό κόµβο, που ονοµάζεται κεφαλίδα (header), στην αρχή της

λίστας. Ο κόµβος αυτός µπορεί να είναι είτε ένας κανονικός κόµβος,

όπως οι υπόλοιποι, είτε ένας δείκτης. Μια συνήθης χρήση της κεφα-

λίδας είναι σε µια κυκλική λίστα, όπου χρησιµοποιείται σαν δείκτης

του τέλους της λίστας. Στην περίπτωση αυτή, η λίστα ονοµάζεται

κυκλική συνδεδεµένη λίστα µε κεφαλίδα (circular header linked list).

™‡ÓÔ„Ë

Η λίστα είναι µια διαφορετική δοµή από αυτή του πίνακα, αν και φαί-

νεται να µοιάζουν. Η λίστα είναι δοµή σειριακής προσπέλασης, ενώ

ο πίνακας τυχαίας. Η λίστα είναι δυναµική δοµή, δηλαδή το µέγεθός

της µεταβάλλεται κατά την εκτέλεση του αντίστοιχου προγράµµατος,

ενώ ο πίνακας στατική. Η λίστα, τέλος, στηρίζεται στην έννοια της

ακολουθίας, ενώ ο πίνακας σ' αυτές του συνόλου και της συνάρτησης.

∆ιακρίνουµε δύο βασικά είδη λίστας ως προς τον τρόπο αναπαρά-

στασής της, τις συνεχόµενες λίστες και τις συνδεδεµένες λίστες. Οι

συνεχόµενες λίστες αποθηκεύουν τα στοιχεία τους σε γειτονικές

(συνεχόµενες) θέσεις µνήµης και υλοποιούνται, συνήθως, µέσω πίνα-

κα, ενώ οι συνδεδεµένες λίστες σε, συνήθως, µη γειτονικές θέσεις

µνήµης και υλοποιούνται µέσω συνδέσµων ή δεικτών. Τα στοιχεία

µιας συνδεδεµένης λίστας είναι πιο σύνθετα από αυτά µιας συνεχό-

µενης, δεδοµένου ότι κρατούν και πληροφορία για τη θέση του επό-

µενου στοιχείου και, ενδεχοµένως, και του προηγούµενου στοιχείου,

και ονοµάζονται κόµβοι. Υπάρχουν πολλά είδη συνδεδεµένων λιστών.

Το πιο διαδεδοµένο είναι η απλά συνδεδεµένη λίστα. Άλλα συνήθη



είδη συνδεδεµένης λίστας είναι η διπλά συνδεδεµένη λίστα, η κυκλι-

κή συνδεδεµένη λίστα και η συνδεδεµένη λίστα µε κεφαλίδα.

Η δυναµική φύση µιας λίστας συνίσταται στη συχνή διαγραφή και

εισαγωγή στοιχείων. Στην υλοποίηση των πράξεων αυτών σε µια

συνεχόµενη λίστα σαν κύριο χαρακτηριστικό έχουµε τη µετακίνηση

στοιχείων ενός πίνακα, ενώ σε µια συνδεδεµένη λίστα, την αλλαγή

τιµών των δεικτών. Εκτός από την εισαγωγή και διαγραφή στοιχεί-

ων, η διαπέραση µιας λίστας και η αναζήτηση στοιχείου σε µια λίστα

είναι άλλες δύο από τις κυριότερες πράξεις σε µια λίστα.
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™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι δύο βασικοί τύποι ειδικών

λιστών, η �στοίβα�και η �ουρά�. Η παρουσίαση κυρίως αφορά τον ορι-

σµό των δοµών αυτών, τις πράξεις σ� αυτές και τους αντίστοιχους

αλγορίθµους υλοποίησής τους.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ∞ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν θα έχετε µελετήσει το κεφάλαιο αυτό, θα είστε σε θέση να:

� σχεδιάζετε τροποποιήσεις, επεκτάσεις ή συνδυασµούς των βασικών

αλγορίθµων των πράξεων σε συνεχόµενες και συνδεµένες στοίβες,

� εξηγείτε τη χρήση της στοίβας στη λύση προβληµάτων,

� σχεδιάζετε τροποποιήσεις, επεκτάσεις ή συνδυασµούς των βασικών

αλγορίθµων των πράξεων σε συνεχόµενες ή συνδεµένες ουρές,

� εξηγείτε τη χρήση της ουράς στη λύση προβληµάτων.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

� Ειδική λίστα

� Στοίβα

� Λογική LIFO

� Συνεχόµενη στοίβα

� Συνδεδεµένη στοίβα

� Κορυφή στοίβας

� Βάση στοίβας

� Εισαγωγή σε στοίβα

� ∆ιαγραφή από στοίβα

� Κλήση υποπρογραµµάτων

� Eκτίµηση εκφράσεων

� Ουρά
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� Λογική FIFO

� Συνεχόµενη ουρά

� Συνδεδεµένη ουρά

� Εµπρός άκρο

� Πίσω άκρο

� Εισαγωγή σε ουρά

� ∆ιαγραφή από ουρά

� Κυκλική ουρά

� ∆ιπλή ουρά

� Ουρά προτεραιότητας

� Λογική HPIFO

∂ÓfiÙËÙÂ˜ ∫ÂÊ·Ï·›Ô˘ 4

4.1 Στοίβα

4.2 Εφαρµογές στοίβας

4.3 Ουρά

4.4 Ειδικοί τύποι ουράς

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουµε τις ειδικές λίστες, µια άλλη κατηγορία

ανώτερων δοµών δεδοµένων. Στην πρώτη ενότητα παρουσιάζεται η

�στοίβα�, ένας τύπος ειδικής λίστας. ∆ίνεται ο ορισµός της, περιγρά-

φονται οι τρόποι αναπαράστασής της, συνεχόµενη και συνδεδεµένη,

και εξηγούνται οι αλγόριθµοι για τις δύο κυριότερες πράξεις σ�αυτήν,

την εισαγωγή και τη διαγραφή.

Στη δεύτερη ενότητα παρουσιάζονται δύο εφαρµογές της στοίβας στην

επιστήµη των υπολογιστών, η χρήση της στην κλήση υποπρογραµµά-

των και στην εκτίµηση αριθµητικών εκφράσεων.

Στην τρίτη ενότητα ασχολούµαστε µε τον άλλο τύπο ειδικής λίστας, την

�ουρά�. ∆ίνεται ο ορισµός της και παρουσιάζονται οι τρόποι αναπα-

ράστασής της, συνεχόµενη και συνδεδεµένη, και οι αλγόριθµοι για την

εισαγωγή και διαγραφή στοιχείων/κόµβων.



Τέλος, στην τέταρτη ενότητα παρουσιάζονται συνοπτικά τρεις ειδι-

κοί τύποι ουράς, η �κυκλική ουρά�, η �διπλή ουρά�και η �ουρά προ-

τεραιότητας�.
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4.1 ™ÙÔ›‚·

4.1.1 OÚÈÛÌfi˜ Î·È ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË

Μια στοίβα (stack) είναι ένας ειδικός τύπος λίστας, δηλαδή µια λίστα

που έχει ορισµένους περιορισµούς ως προς την εφαρµογή των δια-

φόρων πράξεων σ' αυτή. Πιο συγκεκριµένα, µια στοίβα επιτρέπει

εισαγωγές και διαγραφές στοιχείων/κόµβων µόνο στο ένα άκρο της,

που ονοµάζεται κορυφή (top) της στοίβας και χαρακτηρίζεται ως το

�ελεύθερο� άκρο της. Το άλλο άκρο, το µη ελεύθερο, ονοµάζεται

βάση (bottom). �

∆ηλαδή, σε κάθε στιγµή σε µια στοίβα µπορούµε είτε να εισάγουµε

ένα στοιχείο στην κορυφή της είτε να διαγράψουµε (ή εξάγουµε) ένα

στοιχείο από την κορυφή της. Στην τελευταία περίπτωση, το στοιχείο

που εισήχθη τελευταίο είναι αυτό που διαγράφεται. Μια τέτοιου είδους

λογική ονοµάζεται λογική LIFO (Last-In First-Out). Από την καθη-

µερινή µας ζωή, ένα σύνηθες παράδειγµα στοίβας, είναι αυτό της στοί-

βας πιάτων σ' ένα εστιατόριο, όπου τα πιάτα που πλένονται και τοπο-

θετούνται πρώτα, βρίσκονται στον πάτο της στοίβας και αυτό που

τοποθετήθηκε τελευταίο είναι αυτό που θα πάρει πρώτο ο σερβιτόρος

για σερβίρισµα.

Η αναπαράσταση µιας στοίβας γίνεται είτε µε τον τρόπο της συνεχόµε-

νης αναπαράστασης είτε µε αυτόν της συνδεδεµένης αναπαράστασης.

Έτσι, διακρίνουµε µεταξύ συνεχόµενης στοίβας (contiguous stack) και

συνδεδεµένης στοίβας (linked stack). Στην πρώτη περίπτωση, η στοίβα

υλοποιείται µέσω ενός πίνακα, ενώ στη δεύτερη, µέσω συνδέσµων ή δει-

κτών. Μια συνεχόµενη στοίβα σε µια γλώσσα υψηλού επιπέδου µπορεί

να οριστεί σαν µια εγγραφή µε δύο πεδία, που το ένα είναι ένας πίνακας

που αποθηκεύονται τα στοιχεία της και το άλλο ένας δείκτης στην κορυ-

φή της. Μια συνδεδεµένη στοίβα µπορεί να οριστεί σαν µια µεταβλητή

δείκτη που αποθηκεύει τον δείκτη στην κορυφή της στοίβας. Κάθε κόµ-

βος της στοίβας ορίζεται σαν µια εγγραφή µε δύο πεδία, που το ένα

περιέχει το στοιχείο και το άλλο τον δείκτη στον επόµενο κόµβο. Στο

Σχήµα 4.1 απεικονίζονται οι δύο τρόποι αναπαράστασης µιας στοίβας.

� Μια στοίβα είναι µια

λίστα στην οποία εισαγωγές

και διαγραφές στοιχείων ή

κόµβων µπορούν να γίνουν

µόνο στο ένα άκρο της (κο-

ρυφή).
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4.1.2 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÂ ÛÙÔ›‚·

Όπως είναι προφανές, δύο είναι οι κυριότερες πράξεις που µας ενδια-
φέρουν σε µια στοίβα, η �εισαγωγή� και η �διαγραφή� (ή �εξαγωγή�)
ενός στοιχείου/κόµβου[1]. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται οι αλγόριθ-
µοι για τις δύο αυτές πράξεις και για τους δύο τρόπους αναπαράστα-
σης της στοίβας.

Συνεχόµενη Αναπαράσταση

Οι αλγόριθµοι για την εισαγωγή και διαγραφή ενός στοιχείου από µια
συνεχόµενη στοίβα παρουσιάζονται στα παρακάτω πλαίσια.

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.1: EIΣAΓΩΓH ΣE ΣYNEXOMENH ΣTOIBA

Είσοδος: Ένας πίνακας (S), το µέγεθός του (Ν), ο δείκτης κορυφής της αντίστοιχης στοίβας (T) και η

προς εισαγωγή τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα υπερχείλισης στην περίπτωση γεµάτης στοίβας, αλλιώς

τίποτα. Εσωτερικά, καταχωρείται η τιµή στη στοίβα σε περίπτωση επιτυχίας. 

SS-EISAGWGH (S, N, T, X)

1 if T = N {Έλεγχος γεµάτης στοίβας}

2 then print 'ΥΠΕΡΧΕΙΛΙΣΗ' {Μήνυµα υπερχείλισης}

3 else T ¨̈ T+1 {Ενηµέρωση κορυφής}

4 S[T] ¨̈ X {Καταχώρηση στοιχείου}

endif

[1] Στην ξένη βιβλιογραφία χρησιµοποιούνται συνήθως οι όροι, 'push' (ώθηση ή προ-
ώθηση) για την 'εισαγωγή' και 'pop' (απώθηση) ή 'pull' (εξαγωγή) για τη 'διαγραφή'.

s1

s2

s1

.�

.�

.

βάσηβάση
(α) (β)

κορυφή

κορυφή

διαγραφήεισαγωγή

εισαγωγή διαγραφή

S

S

.�

.�

.

.�

.�

.

N

T

s1

s2

st

1

2

™¯‹Ì· 4.1

(α) Συνεχόµενη αναπαράσταση,

(β) συνδεδεµένη αναπαράσταση

στοίβας
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.2: ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYNEXOMENH ΣTOIBA

Είσοδος: Ένας πίνακας (S) και ο δείκτης κορυφής της αντίστοιχης στοίβας (T).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα στην περίπτωση άδειας στοίβας, αλλιώς το εξαγχθέν στοι-

χείο. Εσωτερικά, διαγράφεται η κορυφή της στοίβας σε περίπτωση επιτυχίας.

SS-DIAGRAFH (S, T)

1 if T = 0 {Έλεγχος άδειας στοίβας}

2 then print �Α∆ΕΙΑ ΣΤΟΙΒΑ� {Μήνυµα άδειας στοίβας}

3 else print S[T] {Επιστροφή στοιχείου}

4 T ¨̈ T-1 {Ενηµέρωση κορυφής}

endif

Η λογική των δύο αλγορίθµων είναι απλή. Στον Αλγόριθµο 4.1 (SS-
EISAGWGH), µετά τον έλεγχο για το αν η στοίβα είναι γεµάτη και την
επιστροφή κατάλληλου µηνύµατος (βήµατα 1-2), στον κυρίως αλγό-
ριθµο (βήµατα 3-4) αυξάνεται ο δείκτης κορυφής της στοίβας κατά ένα,
οπότε «δείχνει» την επόµενη κενή θέση στον πίνακα (βήµα 3) και κατό-
πιν καταχωρείται το στοιχείο στην κενή αυτή θέση (βήµα 4).

Στον Αλγόριθµο 4.2 (SS-DIAGRAFH), µετά τον έλεγχο για το αν η
στοίβα είναι άδεια και την επιστροφή κατάλληλου µηνύµατος (βήµα-
τα 1-2), στον κυρίως αλγόριθµο (βήµατα 3-4) επιστρέφει την τιµή του
στοιχείου της κορυφής (βήµα 3) και κατόπιν µειώνεται ο δείκτης κορυ-
φής της στοίβας κατά ένα, οπότε «δείχνει» την προηγούµενη θέση στη
στοίβα. Η επιστροφή της τιµής γίνεται, διότι συνήθως ένα στοιχείο
διαγράφεται από µια στοίβα για να χρησιµοποιηθεί κάπου.

Συνδεδεµένη Αναπαράσταση

Οι αλγόριθµοι για την εισαγωγή και διαγραφή ενός στοιχείου από µια
απλά συνδεδεµένη στοίβα παρουσιάζονται στα παρακάτω πλαίσια.



Η λογική και αυτών των δύο αλγορίθµων είναι απλή. Στον Αλγόριθ-

µο 4.3 (DS-EISAGWGH), µετά τον έλεγχο για το αν ο δείκτης στον

προς εισαγωγή κόµβο είναι έγκυρος και την επιστροφή κατάλληλου

µηνύµατος (βήµατα 1-2), στον κυρίως αλγόριθµο (βήµατα 3-4) γίνε-

ται εναλλαγή των δεικτών. Ο δείκτης του προς εισαγωγή κόµβου παίρ-

νει την τιµή του S, ώστε να «δείχνει» στον προηγούµενο κορυφαίο

κόµβο (βήµα 3), ενώ ο δείκτης κορυφής παίρνει την τιµή του Ρ, ώστε

να δείχνει στο νέο κόµβο που είναι η νέα κορυφή.

Στον Αλγόριθµο 4.4 (DS-DIAGRAFH), µετά τον έλεγχο για το αν η

στοίβα είναι άδεια και την επιστροφή κατάλληλου µηνύµατος (βήµα-
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.4: ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΣTOIBA

Είσοδος: Ο δείκτης στην κορυφή µιας συνδεδεµένης λίστας (S). 

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα σε περίπτωση άδειας στοίβας, αλλιώς το στοιχείο του δια-

γραφέντος κόµβου. Εσωτερικά, διαγράφεται η κορυφή της στοίβας σε περίπτωση επιτυχίας.

DS-DIAGRAFH (S)

1 if S = NIL {Έλεγχος κενής στοίβας}

2 then print �Α∆ΕΙΑ ΣΤΟΙΒΑ� {Μήνυµα κενής στοίβας}

3 else print STOIXEIO(KOMBOS(S)) {Επιστροφή στοιχείου κορυφής}

4 S ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(S)) {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

endif

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.3: EIΣAΓΩΓH ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΣTOIBA

Είσοδος: Ο δείκτης στον προς εισαγωγή κόµβο (Ρ) και ο δείκτης στην κορυφή µιας συνδεδεµένης

λίστας (S). 

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα στην περίπτωση ανυπαρξίας του προς εισαγωγή κόµβου,

αλλιώς τίποτα. Εσωτερικά, εισάγεται ο νέος κόµβος στην στοίβα, σε περίπτωση επιτυχίας.

DS-EISAGWGH (P, S)

1 if P=NIL {Έλεγχος δείκτη}

2 then print �ΑΝΥΠΑΡΚΤΟΣ ΚΟΜΒΟΣ� {Μήνυµα λάθους}

3 else DEIKTHS(KOMBOS(P)) ¨̈ S {Καταχώρηση δείκτη}

4 S ¨̈ P {Ενηµέρωση δείκτη}

endif
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∆ιαγραφή Κ πρώτων στοιχείων συνεχόµενης στοίβας

Θεωρούµε µια συνεχόµενη στοίβα. Το ζητούµενο είναι να σχεδιαστεί

ένας αλγόριθµος που να διαγράφει (εξάγει) τα Κ πρώτα στοιχεία της

στοίβας και να επιστρέφει το Κ-οστό στοιχείο. Αν δεν υπάρχουν Κ

στοιχεία στη στοίβα, τότε να επιστρέφει το τελευταίο διαγραφέν στοι-

χείο και µήνυµα άδειας στοίβας. Ο αλγόριθµος παρουσιάζεται στο

παρακάτω πλαίσιο ως Αλγόριθµος Π4.1 (SS-DIAGRAFH-KP).

Το βασικό βήµα (βήµα 3) και η ενηµέρωση του µετρητή (βήµα 4) βρί-

σκονται µέσα στη διάταξη επανάληψης while (βήµατα 2-4). Η επα-

νάληψη συνεχίζεται, εφόσον ο δείκτης κορυφής (Τ) παραµένει θετι-

κός και ο µετρητής (Ι) όχι µεγαλύτερος του Κ. Σταµατά εποµένως,

όταν είτε Τ = 0 είτε Ι > Κ (πιο συγκεκριµένα Ι = Κ+1). Αυτές είναι και

οι δύο περιπτώσεις στις οποίες βασίζεται η σύνθετη διάταξη if (βήµα-

τα 5-8) που ακολουθεί. Αν συµβαίνει η δεύτερη περίπτωση (επιτυχία)

(βήµα 5), τότε επιστρέφει το Κ-οστό διαγραφέν στοιχείο (βήµα 6). Αν

όχι, τότε επιστρέφει το τελευταίο διαγραφέν στοιχείο και το µήνυµα

άδειας στοίβας.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.1

τα 1-2), στον κυρίως αλγόριθµο (βήµατα 3-4) επιστρέφει την τιµή του

στοιχείου της κορυφής (βήµα 3) και κατόπιν ενηµερώνεται ο δείκτης

κορυφής της στοίβας, οπότε «δείχνει» στον προηγούµενο κόµβο στη

στοίβα που τώρα γίνεται η νέα κορυφή.



4.2 EÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÛÙÔ›‚·˜

4.2.1 ∫Ï‹ÛË ˘ÔÚÔÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ

Μια εφαρµογή της στοίβας στην επιστήµη των υπολογιστών σχετίζε-

ται µε την κλήση υποπρογραµµάτων. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα

κυρίως πρόγραµµα Ακαι τρία υποπρογράµµατα, τα Β, Γ και ∆, και ότι

το Ακαλεί το Β, το Β καλεί το Γ και το Γ καλεί το ∆ κατά την εκτέλε-

σή του. ∆ηλαδή, για την εκτέλεση του Α απαιτείται η εκτέλεση όλων

των υποπρογραµµάτων και εποµένως, ενώ ξεκινά πρώτο τελειώνει
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∆ίνεται µια µη κενή συνδεµένη στοίβα και ένας ακέραιος αριθµός Κ.

Να σχεδιαστεί αλγόριθµος που να διαγράφει τα Κ πρώτα στοιχεία της

στοίβας και να επιστρέφει το Κ-οστό στοιχείο. Σε περίπτωση που δεν

υπάρχουν Κ στοιχεία στη στοίβα διαγράφει τα υπάρχοντα και επι-

στρέφει το τελευταίο διαγραφέν στοιχείο και µήνυµα άδειας στοίβας.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.1

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Π4.1: ∆IAΓPAΦH K ΣTOIXEIΩN ΣYNEXOMENHΣ ΣTOIBAΣ

Είσοδος: Ένας πίνακας (S), ο δείκτης κορυφής της αντίστοιχης στοίβας (T) και ένας ακέραιος

αριθµός (Κ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα σε περίπτωση άδειας στοίβας ή στοίβας µε λιγότερα από Κ

στοιχεία, αλλιώς το τελευταίο από τα διαγραφέντα στοιχεία. Εσωτερικά, διαγράφονται τα Κ

πρώτα ή όλα στοιχεία της στοίβας, σε περίπτωση επιτυχίας.

SS-DIAGRAFH-KP (S, T, K)

1 I ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση µετρητή}

2 while (T > 0) and (I £ K) {Συνθήκη επανάληψης}

3 T ¨̈ T-1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

4 I ¨̈ I+1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endwhile

5 if I = K +1 {Έλεγχος επιτυχίας}

6 then print S[T+1] {Επιστροφή Κ-οστού στοιχείου}

7 else print S[1] {Επιστροφή τελευταίου στοιχείου}

8 print 'Α∆ΕΙΑ ΣΤΟΙΒΑ' {Μήνυµα άδειας στοίβας}

endif
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τελευταίο. Το Β για να εκτελεστεί χρειάζεται η εκτέλεση των Γ και ∆

και εποµένως, ενώ ξεκινά δεύτερο, τελειώνει προτελευταίο κ.ο.κ. Το

∆ που ξεκινά τελευταίο, τελειώνει πρώτο. Αυτή η κατάσταση, προ-

φανώς, συνιστά µια λογική LIFO και εποµένως ευνοεί τη χρήση µιας

στοίβας για τον χειρισµό των κλήσεων των υποπρογραµµάτων.

Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιείται µια στοίβα στην οποία καταχω-

ρούνται οι διευθύνσεις των περιοχών της µνήµης όπου κρατούνται τα

δεδοµένα (η κατάσταση) κάθε (υπο)προγράµµατος, όταν εγκαταλεί-

πεται προσωρινά για να εκτελεστεί κάποιο άλλο υποπρόγραµµα. Τα

δεδοµένα αυτά, που συχνά ονοµάζονται εγγραφή ενεργοποίησης

(activation record) ή πλαίσιο στοίβας (stack frame), περιλαµβάνουν

όλα τα απαραίτητα στοιχεία για να επανέλθει η εκτέλεση του

(υπο)προγράµµατος στην κατάσταση που ήταν όταν διακόπηκε.

Στο Σχήµα 4.2 απεικονίζονται οι καταστάσεις της στοίβας κατά την

εκτέλεση του προγράµµατος Α. Πρώτο ξεκινά το πρόγραµµα Ακαι σε

κάποια στιγµή καλεί το υποπρόγραµµα Β. Τότε, τα δεδοµένα του Α

κατ� εκείνη τη στιγµή, τοποθετούνται σε µια προσωρινή περιοχή της

µνήµης και η διεύθυνση της περιοχής αυτής εισάγεται στη στοίβα

(Σχήµα 4.2α) και ξεκινά η εκτέλεση του Β. Σε κάποια στιγµή, το Β

καλεί το υποπρόγραµµα Γ και τότε τα δεδοµένα του Β τοποθετούνται

στη µνήµη και η αντίστοιχη διεύθυνση στη στοίβα (Σχήµα 4.2β) κ.ο.κ.

µέχρι να κληθεί το ∆ από το Γ. Μόλις τελειώσει το ∆, εξάγεται (δια-

γράφεται) η διεύθυνση των δεδοµένων του Γ από τη στοίβα (Σχήµα

4.2δ), ανακαλείται το περιεχόµενό της και συνεχίζεται η εκτέλεση του

υποπρογράµµατος Γ από εκεί που σταµάτησε κ.ο.κ. µέχρι να τελειώ-

σει και η εκτέλεση του Β, οπότε εξάγεται και η διεύθυνση των δεδο-

µένων του Α και η στοίβα µένει κενή (Σχήµα 4.2στ).
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4.2.2 EÎÙ›ÌËÛË ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÂÎÊÚ¿ÛÂˆÓ 

Μια άλλη εφαρµογή της στοίβας στην επιστήµη των υπολογιστών

αφορά την εκτίµηση αριθµητικών εκφράσεων. Ο συνήθης τρόπος

(συµβολισµός) µε τον οποίο γράφουµε τις αριθµητικές εκφράσεις ονο-

µάζεται ενδοθεµατική µορφή (infix notation). Για παράδειγµα, τέτοιας

µορφής είναι οι εκφράσεις (α+β), (α+β)*γ, α*β+γ*δ, στις οποίες οι

αριθµητικοί τελεστές (operators), (π.χ. +, *, -, /) βρίσκονται ανάµεσα

στα στοιχεία στα οποία εφαρµόζονται, δηλαδή ανάµεσα στους τελε-

στέους (operands).

Εκτός όµως της ενδοθεµατικής µορφής χρησιµοποιούνται και άλλες

µορφές γραφής αριθµητικών εκφράσεων. Μια τέτοια είναι η λεγόµε-

νη προθεµατική µορφή (prefix notation) ή Πολωνική µορφή (Polish

notation)[2], στην οποία οι τελεστές προηγούνται των τελεστέων και

δεν απαιτούνται παρενθέσεις. Οι προηγούµενες εκφράσεις σε προθε-

µατική µορφή γράφονται, +αβ, *+αβγ, +*αβ*γδ.

Μια τρίτη µορφή είναι η µεταθεµατική µορφή (postfix notation) ή αντί-

στροφη Πολωνική µορφή (reverse Polish notation), στην οποία οι τελε-

στές γράφονται µετά από τους τελεστέους (αριθµούς). Π.χ., οι παρα-

πάνω αριθµητικές εκφράσεις σε µεταθεµατική µορφή γράφονται, αβ+,

αβ+γ*, αβ*γδ*+.

™¯‹Ì· 4.2

Στοίβα για την κλήση υποπρο-

γραµµάτων

[2] Η µορφή αυτή επινοήθηκε από τον Πολωνό µαθηµατικό Jan Lukasiewicz το 1951,
απ� όπου και η ονοµασία �Πολωνική�

∆εδ.A ∆εδ.A ∆εδ.A ∆εδ.A ∆εδ.A

∆εδ.B∆εδ.B ∆εδ.B

∆εδ.Γ

(α) (β) (γ) (δ) (ε) (στ)



Οι µορφές αυτές βρίσκουν εφαρµογή στα µεταφραστικά προγράµµα-

τα (µεταγλωττιστές, διερµηνευτές) των γλωσσών προγραµµατισµού

υψηλού επιπέδου. Μερικά µεταφραστικά προγράµµατα χρησιµοποι-

ούν εσωτερικά την µεταθεµατική µορφή. Έτσι, ο υπολογισµός της

τιµής µιας αριθµητικής έκφρασης γίνεται σε δύο στάδια. Στο πρώτο

γίνεται µετατροπή της ενδοθεµατικής µορφής σε µεταθεµατική, ενώ

στο δεύτερο στάδιο γίνεται υπολογισµός της τιµής (εκτίµηση) της

έκφρασης από την µεταθεµατική της µορφή. Και οι δύο αλγόριθµοι

που υλοποιούν τα δύο αυτά στάδια χρησιµοποιούν σαν βάση µια στοί-

βα. Στη συνέχεια, θα αναφερθούµε στο δεύτερο αλγόριθµο, αυτόν που

υπολογίζει την τιµή µιας παράστασης από τη µεταθεµατική της µορφή.
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Bήµα Στοιχείο Στοίβα Yπολογισµοί

1�

2�

3�

4�

5�

6�

7

6�

3�

4�

*�

+�

2�

/

        6�

   3   6�

4  3  6�

  12  6�

      18�

  2  18�

        9

 4 * 3 = 12�

12 + 6 = 18�

�

18 / 2 = 9

¶›Ó·Î·˜ 4.1

Θα περιγράψουµε τα βήµατα του αλγορίθµου για µια συγκεκριµένη

αριθµητική έκφραση, την 6 3 4 * + 2 / (δηλαδή την α β γ * + δ / µε 

α = 6, β = 3, γ = 4 και δ = 2), που είναι η µεταθεµατική µορφή της 

(6 + 3*4)/2. Τα βήµατα και οι αντίστοιχες ενέργειες φαίνονται στον

Πίνακα 4.1, όπου βάση της στοίβας είναι ο δεξιότερα ευρισκόµενος

αριθµός (3η στήλη). Ο αλγόριθµος βασίζεται στην εξής λογική: Σαρώ-

νεται η µεταθεµατική έκφραση και (α) όταν συναντάται αριθµός, τότε

προωθείται (εισάγεται) στη στοίβα, (β) όταν συναντάται τελεστής τότε

εξάγουµε (διαγράφουµε) τα δύο τελευταία στοιχεία (αριθµούς) της

στοίβας, εφαρµόζουµε την πράξη του τελεστή σ� αυτά, υπολογίζουµε

το αποτέλεσµα και το εισάγουµε στη στοίβα. Όταν έχουµε διέλθει όλα

τα στοιχεία της έκφρασης τότε αυτό που µένει στη στοίβα είναι το

αποτέλεσµα, η τιµή της αριθµητικής έκφρασης.
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4.3 √˘Ú¿

4.3.1 OÚÈÛÌfi˜ Î·È ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË

Στην καθηµερινή µας ζωή υπάρχουν καταστάσεις που δεν µπορούν να

περιγραφούν µε βάση την έννοια της στοίβας. Τέτοιες καταστάσεις

είναι οι ουρές αναµονής σε µια τράπεζα, στη στάση του λεωφορείου,

για τις θέσεις µια αεροπορικής πτήσης κλπ. Στις περιπτώσεις αυτές,

αυτός που προσήλθε πρώτος στην ουρά εξυπηρετείται και πρώτος.

Ακολουθείται δηλαδή µια διαφορετική λογική από εκείνη στις στοί-

βες, που ονοµάζεται FIFO (First-In First-Out). Η δοµή δεδοµένων που

µπορεί να αναπαραστήσει αυτή τη λογική είναι ένας ειδικός τύπος

λίστας που ονοµάζεται ουρά (queue). Οι περιορισµοί στην ουρά, σε

σχέση µε µια γενική λίστα, είναι οι εξής: α) Eισαγωγές στοιχείων µπο-

ρούν να γίνονται µόνο από το ένα άκρο της, που ονοµάζεται πίσω

(rear) ή τέλος και β) διαγραφές µπορούν να γίνονται µόνο από το άλλο

άκρο της, που ονοµάζεται εµπρός (front) ή αρχή. �

Η αναπαράσταση µιας ουράς µπορεί να γίνει, όπως και στην περί-

πτωση της στοίβας, µε δύο τρόπους, είτε µε τον συνεχόµενο είτε µε

τον συνδεδεµένο, δηλαδή είτε µε πίνακα είτε µε δείκτες, οπότε δια-

κρίνουµε δύο τύπους ουράς, συνεχόµενη ουρά (contiguous queue) και

συνδεδεµένη ουρά (linked queue). Στο Σχήµα 4.3 απεικονίζεται µια

ουρά και µε τους δύο τρόπους αναπαράστασης.

Σε µια αριθµητική έκφραση, συχνά χρησιµοποιούµε διάφορους

τύπους παρενθέσεων, όπως π.χ., στην έκφραση {α + (β - [γ + δ]

/(χ - ψ))}*(φ - (ω - (κ - [λ - µ]))). Εξηγήστε πώς χρησιµοποιώντας

µια στοίβα µπορούµε να εξετάσουµε αν υπάρχει ο ίδιος αριθµός αρι-

στερών και δεξιών παρενθέσεων και αν για κάθε δεξιά υπάρχει µια

αριστερή του ίδιου τύπου. Η εξήγηση (αλγόριθµος) θα είναι η λύση

του προβλήµατος σε φυσική γλώσσα.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.2

� Μια ουρά είναι µια λίστα,

στην οποία µπορούν να γίνο-

νται εισαγωγές στοιχείων

µόνο στο ένα άκρο της (πίσω

ή τέλος) και διαγραφές στοι-

χείων µόνο από το άλλο άκρο

της (εµπρός ή αρχή).



Μια συνεχόµενη ουρά σε µια γλώσσα υψηλού επιπέδου, µπορεί να

οριστεί σαν µια εγγραφή µε τρία πεδία: δύο µετρητές που αντιπρο-

σωπεύουν την αρχή και το τέλος της και ένας πίνακας για την αποθή-

κευση των στοιχείων της. Μια συνδεδεµένη ουρά µπορεί να οριστεί

σαν µια εγγραφή µε δύο πεδία που είναι µεταβλητές δείκτη. Η µια δεί-

χνει στην αρχή και η άλλη στο τέλος της ουράς. Ο κάθε κόµβος ορί-

ζεται όπως και σε µια συνδεδεµένη λίστα.
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™¯‹Ì· 4.3 

(α) Συνεχόµενη αναπαράσταση,

(β) συνδεδεµένη αναπαράσταση

ουράς

4.3.2 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÂ Ô˘Ú¿

Όπως στη στοίβα, έτσι και στην ουρά δύο είναι οι κυριότερες πράξεις,

η εισαγωγή και η διαγραφή[3]. Οι αντίστοιχοι αλγόριθµοι και για τις

δύο αναπαραστάσεις παρουσιάζονται στη συνέχεια.

Συνεχόµενη Αναπαράσταση

Στη συνεχόµενη αναπαράσταση η �άδεια ουρά� ορίζεται από τη συν-

θήκη F=R=0, ενώ η ουρά µε ένα στοιχείο από τη συνθήκη F=R=1. Οι

αλγόριθµοι για την εισαγωγή και διαγραφή ενός στοιχείου παρουσιά-

ζονται στα παρακάτω πλαίσια ως Αλγόριθµοι 4.5 και 4.6.

[3] Συχνά στην ξένη βιβλιογραφία χρησιµοποιούνται οι όροι �enqueue�και �dequeue�
(ή 'serve') για τη �εισαγωγή� και �διαγραφή� αντίστοιχα.
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Η λογική του Αλγορίθµου 4.5 (SQ-EISAGWGH) είναι η εξής: Μετά

τον έλεγχο για γεµάτη ουρά (βήµατα 1-2), στον κυρίως αλγόριθµο

(βήµατα 3-6), κατ' αρχήν (βήµα 3) αυξάνεται ο δείκτης τέλους της

ουράς κατά ένα, ώστε να δείχνει στην επόµενη κενή θέση του πίνακα,

και κατόπιν καταχωρείται η τιµή Χ στη θέση αυτή (βήµα 4). Στη συνέ-

χεια, ελέγχουµε αν η ουρά ήταν κενή (βήµα 5) και ενηµερώνουµε και

τον δείκτη αρχής (βήµα 6).

Στον Αλγόριθµο 4.6 (SQ-DIAGRAFH) έχουµε τα εξής: Μετά τον

έλεγχο για άδεια ουρά (βήµατα 1-2), στον κυρίως αλγόριθµο (βήµατα

3-6), κατ' αρχήν (βήµα 3) επιστρέφει την αρχή της ουράς (για όποια

χρήση). Κατόπιν (βήµα 4), αυξάνεται ο δείκτης αρχής της ουράς κατά

ένα, ώστε να δείχνει στο επόµενο στοιχείο του πίνακα (της ουράς). Στη

συνέχεια, ελέγχουµε αν η ουρά γίνεται άδεια (βήµα 5), δηλαδή αν

υπήρχε µόνο ένα στοιχείο πριν τη διαγραφή (F = R = 1), και ενηµε-

ρώνουµε τους δείκτες αρχής και τέλους (βήµα 6).

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.5: EIΣAΓΩΓH ΣE ΣYNEXOMENH OYPA

Είσοδος: Ένας πίνακας (Q), το µέγεθός του (Ν), ο δείκτης αρχής (F) και τέλους (R) της αντίστοιχης

ουράς και η προς εισαγωγή τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα γεµάτης ουράς, αλλιώς τίποτα. Εσωτερικά, καταχωρείται η

τιµή στο τέλος της ουράς, σε περίπτωση επιτυχίας.

SQ-EISAGWGH (Q, N, F, R, X)

1 if R > N {Έλεγχος γεµάτης ουράς}

2 then print 'ΓΕΜΑΤΗ ΟΥΡΑ' {Μήνυµα γεµάτης ουράς}

3 else R ¨̈ R+1 {Ενηµέρωση δείκτη τέλους}

4 Q[R] ¨̈ X {Καταχώρηση τιµής}

5 if F = 0 {Έλεγχος άδειας ουράς}

6 then F ¨̈ 1 {Ενηµέρωση δείκτη αρχής}

endif

endif



Συνδεδεµένη Αναπαράσταση

Στη συνδεδεµένη αναπαράσταση η �άδεια ουρά�ορίζεται από τη συν-

θήκη F = R = N I L, ενώ η ουρά µε ένα στοιχείο από τη συνθήκη F =

R π NIL. Οι αλγόριθµοι για την εισαγωγή και διαγραφή ενός στοιχεί-

ου παρουσιάζονται στα παρακάτω πλαίσια ως Αλγόριθµοι 4.7 και 4.8. 
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.6: ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYNEXOMENH OYPA

Είσοδος: Ένας πίνακας (Q), ο δείκτης αρχής (F) και τέλους (R) της αντίστοιχης ουράς.

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα άδειας ουράς, αλλιώς το διαγραφέν στοιχείο. Εσωτερικά,

διαγράφεται το στοιχείο από την αρχή της ουράς, σε περίπτωση επιτυχίας.

SQ-DIAGRAFH (Q, F, R)

1 if F = 0 {Έλεγχος άδειας ουράς}

2 then print 'Α∆ΕΙΑΟΥΡΑ' {Μήνυµα άδειας ουράς}

3 else print Q[F] {Επιστροφή διαγραφέντος}

4 F ¨̈ F+1 {Ενηµέρωση δείκτη αρχής}

5 if F > R {Έλεγχος άδειας ουράς}

6 then F ¨̈ 0, R ¨̈ 0 {Ενηµέρωση δεικτών}

endif

endif

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.7: EIΣAΓΩΓH ΣE ΣYN∆E∆EMENH OYPA

Είσοδος: Ο δείκτης αρχής (F) και τέλους (R) µιας ουράς και ο δείκτης (Ρ) στον προς εισαγωγή

κόµβο.

Έξοδος: Εξωτερικά, δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά, εισάγεται ο κόµβος στο τέλος της ουράς.

DQ-EISAGWGH (F, R, P)

1 if F=NIL {Έλεγχος άδειας ουράς}

2 then F ¨̈ P {Ενηµέρωση δείκτη αρχής}

3 else DEIKTHS(KOMBOS(R)) ¨̈ P {Ενηµέρωση τελευταίου κόµβου}

4 DEIKTHS(KOMBOS(P)) ¨̈ NIL {∆ηµιουργία τελευταίου κόµβου}

endif

5 R ¨̈ P {Ενηµέρωση δείκτη τέλους}
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Η λογική του Αλγορίθµου 4.7 (DQ-EISAGWGH) έχει ως ακολούθως:

Κατ' αρχήν, εξετάζεται αν η ουρά είναι άδεια (βήµα 1). Αν είναι, τότε

απλώς ο δείκτης αρχής παίρνει την τιµή του δείκτη στον προς εισα-

γωγή κόµβο (βήµα 2). Αλλιώς, ο δείκτης του τελευταίου κόµβου της

ουράς παίρνει την τιµή του Ρ (βήµα 3), οπότε «δείχνει» στον προς

εισαγωγή κόµβο, που γίνεται ο τελευταίος της ουράς (βήµα 4). Τέλος,

σε κάθε περίπτωση, ενηµερώνεται ο δείκτης τέλους (βήµα 5).

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 4.8: ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYN∆E∆EMENH OYPA

Είσοδος: Ο δείκτης αρχής (F) και τέλους (R) µιας ουράς.

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα στην περίπτωση άδειας ουράς, αλλιώς το διαγραφέν στοι-

χείο. Εσωτερικά, διαγράφεται το στοιχείο από την αρχή της ουράς, σε περίπτωση επιτυχίας.

DQ-DIAGRAFH (F, R, X)

1 if F = NIL {Έλεγχος άδειας ουράς}

2 then print 'Α∆ΕΙΑΟΥΡΑ' {Μήνυµα άδειας ουράς}

3 else print STOIXEIO(KOMBOS(F)) {Επιστροφή στοιχείου}

4 F ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(F)) {Ενηµέρωση δείκτη αρχής}

5 if F = NIL {Έλεγχος άδειας ουράς}

6 then R ¨̈ NIL {Ενηµέρωση δείκτη τέλους}

endif

endif

Στον Αλγόριθµο 4.8 (DQ-DIAGRAFH), κατ' αρχήν εξετάζεται αν η

ουρά είναι κενή (βήµα 1) και επιστρέφεται κατάλληλο µήνυµα (βήµα

2). Αλλιώς, επιστρέφει την τιµή του στοιχείου του πρώτου κόµβου της

ουράς (βήµα 3) και ενηµερώνεται ο δείκτης F, ώστε να «δείχνει» στο

δεύτερο κόµβο, που τώρα γίνεται πρώτος (βήµα 4). Τέλος, ελέγχουµε

αν µε τη διαγραφή άδειασε η ουρά (βήµα 5), οπότε ενηµερώνουµε τον

δείκτη R.

Άδειασµα συνδεδεµένης ουράς σε άδεια συνεχόµενη στοίβα

Θεωρούµε µια απλά συνδεδεµένη ουρά και ζητείται να σχεδιαστεί
αλγόριθµος που να την αδειάζει και να τοποθετεί τα στοιχεία των κόµ-
βων της, σε µια άδεια συνεχόµενη στοίβα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.2



Η λογική του ζητούµενου αλγορίθµου είναι σχετικά απλή. Γίνονται

διαδοχικές διαγραφές των κόµβων της ουράς και κάθε φορά, τοποθε-

τούµε το στοιχείο τού προς διαγραφή κόµβου στη συνεχόµενη στοί-

βα. Eποµένως, η βάση για τη σχεδίαση είναι ο βασικός αλγόριθµος

διαγραφής (Αλγόριθµος 4.8). Ο ζητούµενος αλγόριθµος δίνεται στο

παρακάτω πλαίσιο ως Αλγόριθµος Π4.2 (DQ-ADEIASMA-SS).

Στο βήµα 1 τίθεται η τιµή του δείκτη κορυφής της στοίβας στο µηδέν

(άδεια στοίβα). Στη συνέχεια, ενεργοποιείται η επαναληπτική διαδι-

κασία διαγραφής από την ουρά και καταχώρησης στη στοίβα µέσω

της διάταξης while (βήµατα 2-5). Σε κάθε επανάληψη, ο δείκτης κορυ-

φής αυξάνει κατά ένα, ώστε να δείχνει στην επόµενη κενή θέση της

στοίβας (βήµα 3), καταχωρείται το στοιχείο του τρέχοντος κόµβου

αρχής της ουράς στη στοίβα (βήµα 4) και ενηµερώνεται ο δείκτης

αρχής της ουράς, ώστε να δείχνει στον επόµενο κόµβο (βήµα 5).

Τέλος, ενηµερώνεται και ο δείκτης τέλους της ουράς (άδεια ουρά)

(βήµα 6). Επειδή θεωρούµε στοίβα µε ικανό µέγεθος πίνακα, δεν τίθε-

ται θέµα ελέγχου υπερχείλισης της στοίβας.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Π4.2: A∆EIAΣMA ΣYN∆E∆EMENHΣ OYPAΣ ΣE ΣTOIBA

Είσοδος: Οι δείκτες αρχής (F) και τέλους (R) µιας συνδεδεµένης ουράς, ένας πίνακας (S) και ο δεί-

κτης κορυφής της αντίστοιχης στοίβας (Τ).

Έξοδος: Εξωτερικά, δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά, αδειάζει η ουρά και γεµίζει µερικώς η στοί-

βα.

DQ-ADEIASMA-SS (F, R, S, T)

1 T ¨̈ 0 {Αρχικοποίηση δείκτη κορυφής}

2 while F π NIL {Συνθήκη ελέγχου επανάληψης}

3 T ¨̈ T+1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

4 S[T] ¨̈ STOIXEIO(KOMBOS(F)) {Καταχώρηση στη στοίβα}

5 F ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(F)) {Ενηµέρωση δείκτη αρχής}

endwhile

6 R ¨̈ NIL {Ενηµέρωση δείκτη τέλους}



Σε µια τέτοια ουρά, στην περίπτωση που R = Ν και θέλουµε να εισά-

γουµε ένα στοιχείο (Αλγόριθµος 4.5), αντί να αυξήσουµε το R κατά ένα

(R¨̈R + 1), επαναθέτουµε το R στην τιµή 'ένα' (R ¨̈ 1) και καταχω-

ρούµε το στοιχείο στη νέα θέση (Q[R] ¨̈ X). Όταν F = N και θέλουµε

να διαγράψουµε ένα στοιχείο (Αλγόριθµος 4.6), αντί να αυξήσουµε το

F κατά ένα (F ¨̈ F + 1), επαναθέτουµε το F στην τιµή 'ένα' (F ¨̈ 1).
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4.4 ∂È‰ÈÎÔ› Ù‡ÔÈ Ô˘Ú¿˜

4.4.1 ∫˘ÎÏÈÎ‹ Ô˘Ú¿

Η υλοποίηση µιας συνεχόµενης ουράς µε απλό πίνακα παρουσιάζει

ορισµένα προβλήµατα. Κατ' αρχήν, ένα πρόβληµα είναι ο καθορισµός

του µεγέθους του πίνακα, όπως και στις γενικές λίστες. Επίσης, καθώς

διαγράφουµε στοιχεία παραµένουν αχρησιµοποίητες θέσεις του πίνα-

κα. Τέλος, όταν γίνει R = N, τότε δεν µπορούµε να εισάγουµε άλλα

στοιχεία, έστω και αν υπάρχουν κενές θέσεις στο εµπρός µέρος του

πίνακα λόγω διαγραφών. 

Μια λύση στο πρόβληµα αυτό είναι, σε κάθε τέτοια περίπτωση, να

µετακινούµε τα στοιχεία του πίνακα στην αρχή του και να επαναθέ-

τουµε τα F και R. Η λύση αυτή όµως είναι χρονοβόρα. Μια άλλη,

καλύτερη λύση, είναι να χρησιµοποιήσουµε κυκλικό πίνακα (circular

array) για την υλοποίηση της ουράς, οπότε δηµιουργείται µια κυκλι-

κή ουρά (circular queue). Σ' ένα κυκλικό πίνακα το τελευταίο (πρώτο)

στοιχείο του έχει σαν επόµενο (προηγούµενο) το πρώτο (τελευταίο)

στοιχείο του. H σχηµατική παράσταση µιας κυκλικής ουράς και του

αντίστοιχου κυκλικού πίνακα απεικονίζονται στο Σχήµα 4.4.

∆ίνεται µια απλή συνεχόµενη ουρά και ζητείται να σχεδιαστεί αλγό-

ριθµος που να αναστρέφει τη σειρά των στοιχείων της. (Αν δυσκο-

λεύεστε να ξεκινήσετε, δείτε την υπόδειξη πριν την απάντηση της

άσκησης αυτής, στο τέλος του βιβλίου.)

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.3
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(α) Σχηµατική παράσταση κυκλι-

κής ουράς, (β) αντίστοιχος κυκλι-

κός πίνακας

4.4.2 ¢ÈÏ‹ Ô˘Ú¿

Η διπλή ουρά (double-ended queue ή deque) είναι µια ουρά στην οποία

επιτρέπονται εισαγωγές και εξαγωγές στοιχείων/κόµβων και από τα

δύο άκρα. Ένας συνήθης τρόπος υλοποίησης µιας τέτοιας ουράς είναι

µέσω ενός κυκλικού πίνακα.
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4.4.3 √˘Ú¿ ÚÔÙÂÚ·ÈfiÙËÙ·˜

Εκτός από τις συνήθεις ουρές που υπακούουν στη λογική FIFO, στην

καθηµερινή ζωή υπάρχουν ουρές που υπακούουν σε άλλη λογική.

Τέτοια ουρά είναι η ουρά των ασθενών στο τµήµα επειγόντων περι-

στατικών ενός νοσοκοµείου, όπου οι ασθενείς δεν εξυπηρετούνται µε

κριτήριο το χρόνο άφιξης, αλλά τη σοβαρότητα του περιστατικού.



™‡ÓÔ„Ë

Οι ειδικές λίστες είναι λίστες που θέτουν περιορισµούς όσον αφορά

τις πράξεις σ' αυτές. Η στοίβα είναι ένας τύπος ειδικής λίστας στην

οποία επιτρέπονται εισαγωγές και διαγραφές (εξαγωγές) µόνο από

το ένα άκρο της, που ονοµάζεται κορυφή. Η ουρά, ένας άλλος τύπος

ειδικής λίστας, επιτρέπει εισαγωγές από το ένα άκρο, που ονοµάζε-

ται πίσω ή τέλος, και διαγραφές (εξαγωγές) από το άλλο, που ονο-

µάζεται εµπρός ή αρχή.

Η στοίβα υπακούει στη λογική LIFO, δηλαδή όποιο στοιχείο εισά-

Κάτι ανάλογο συµβαίνει και στα υπολογιστικά συστήµατα, όπου στη

διαχείριση κάποιων συµβάντων που σχηµατίζουν µια ουρά, προηγού-

νται αυτά που έχουν σπουδαιότερη σηµασία για την οµαλή λειτουρ-

γία του συστήµατος, δηλαδή αυτά που έχουν µεγαλύτερη προτεραιό-

τητα. Αυτό το µοντέλο διαχείρισης υπακούει σε µια άλλη λογική, που

ονοµάζεται λογική HPIFO (Highest-Priority-In First-Out).

Η αντίστοιχη δοµή δεδοµένων ονοµάζεται ουρά προτεραιότητας

(priority queue). Στην ουρά προτεραιότητας σηµαντικό ρόλο δεν παί-

ζει η σειρά εισαγωγής, όπως στη στοίβα και την ουρά, αλλά ο βαθµός

προτεραιότητας. Ένας τρόπος αναπαράστασης µιας ουράς προτεραι-

ότητας είναι µέσω µιας διατεταγµένης συνδεδεµένης λίστας. Στην

περίπτωση αυτή, κάθε κόµβος έχει τρία τµήµατα. Το πρώτο περιέχει

την τιµή του στοιχείου του κόµβου, το δεύτερο περιέχει τον βαθµό

προτεραιότητας του στοιχείου και το τρίτο τον δείκτη στον επόµενο

κόµβο. Ο βαθµός προτεραιότητας, συνήθως, εκφράζεται µε ένα ακέ-

ραιο αριθµό. Όσο µικρότερος είναι ο αριθµός αυτός τόσο µεγαλύτερη

είναι η προτεραιότητα του αντίστοιχου στοιχείου. Οι κόµβοι εποµέ-

νως, είναι διατεταγµένοι κατ' αύξοντα βαθµό προτεραιότητας (δηλα-

δή κατά φθίνουσα προτεραιότητα), ώστε πρώτος κόµβος να είναι

πάντα αυτός µε τη µεγαλύτερη προτεραιότητα. ∆ύο κόµβοι µε την ίδια

προτεραιότητα είναι διατεταγµένοι σύµφωνα µε τη σειρά εισαγωγής.

Η διαδικασία διαγραφής (εξαγωγής) στοιχείου/κόµβου από µια ουρά

προτεραιότητας γίνεται όπως και στην απλή ουρά. Αντίθετα, η εισα-

γωγή ενός στοιχείου/κόµβου απαιτεί πρώτα αναζήτηση της σωστής

θέσης και µετά την καταχώρηση του στοιχείου.
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Οδηγός για περαιτέρω µελέτη

1. Μανωλόπουλος Ι., ∆οµές ∆εδοµένων, Τόµ. Α', ART of TEXT, 2η

έκδοση, Θεσσαλονίκη 1992.

Στην υποενότητα «3.3.2 Υπολογισµός Αριθµητικών Εκφράσεων»

του βιβλίου αυτού, µπορείτε να βρείτε µια αναλυτική παρουσίαση

της εφαρµογής της στοίβας στο πρόβληµα που υποδηλώνει ο τίτ-

λος της υποενότητας και για τα δύο στάδια της διαδικασίας.

2. Main M. και Savitch W., Data Structures and Other Objects,

Benjamin/Cummings, Redwood City, CA 1995.

Στα κεφάλαια 6 και 7 του βιβλίου αυτού µε τίτλους «Stacks» και
«Queues» αντίστοιχα, παρουσιάζονται πολύ αναλυτικά οι στοίβες
και οι ουρές µε περιγραφές αλγορίθµων, διαφόρων εφαρµογών και
υλοποιήσεων σε γλώσσα Pascal. Οι εφαρµογές περιλαµβάνουν:
έλεγχο παρενθέσεων, εκτίµηση αριθµητικών εκφράσεων από διά-
φορες µορφές, αναδροµική κλήση, όσον αφορά τη στοίβα, και ανα-
γνώριση παλίνδροµων φράσεων, προσοµοίωση ουράς σε πλυντή-
ριο αυτοκινήτων, όσον αφορά την ουρά.

3. Standish, A. T., Data Structures, Algorithm and Software Principles,

Addison-Wesley, Reading, MA 1994.

Στο κεφάλαιο 7 του βιβλίου αυτού, µε τίτλο «Linear Data
Structures-Stacks and Queues», παρουσιάζονται πολύ αναλυτικά

γεται τελευταίο, αυτό διαγράφεται πρώτο. Η ουρά υπακούει στη λογι-

κή FIFO, δηλαδή όποιο στοιχείο εισάγεται πρώτο, αυτό και εξάγε-

ται πρώτο.

H στοίβα και η ουρά µπορούν να αναπαρασταθούν είτε µε συνεχό-

µενη είτε µε συνδεδεµένη αναπαράσταση και βρίσκουν διάφορες

εφαρµογές στην επιστήµη των Η/Υ. Κυριότερες πράξεις στις δοµές

αυτές είναι η εισαγωγή και η διαγραφή.

Η κυκλική ουρά είναι ένας ειδικός τύπος συνεχόµενης ουράς που

λύνει ορισµένα προβλήµατα της απλής συνεχόµενης ουράς. Ένας

άλλος ειδικός τύπος ουράς είναι η ουρά προτεραιότητας που ακο-

λουθεί τη λογική HPIFO, δηλαδή εξάγεται πρώτο το στοιχείο µε τη

µεγαλύτερη προτεραιότητα, ανεξαρτήτως σειράς εισόδου του.



οι στοίβες και οι ουρές. Περιλαµβάνονται τρόποι αναπαράστασης
και υλοποίησης, µε παραδείγµατα σε γλώσσα Pascal καθώς και ποι-
κίλες εφαρµογές των δοµών αυτών. Οι εφαρµογές που περιλαµβά-
νονται είναι παρόµοιες µε αυτές της προηγούµενης βιβλιογραφι-
κής αναφοράς.
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Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται κατά βάση τα δυαδικά δέντρα, η

σπουδαιότερη κατηγορία δέντρων. Η παρουσίαση αφορά τους τρό-

πους υλοποίησης τους, τις πράξεις σ� αυτά και τους αντίστοιχους

αλγορίθµους.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ∞ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν θα έχετε µελετήσει το κεφάλαιο αυτό, θα είστε σε θέση να:

� αναγράφετε τη σειρά επίσκεψης των κόµβων ενός δυαδικού δέντρου

ανάλογα µε τον τρόπο διαπέρασης,

� περιγράφετε τις αλλαγές κατά την εισαγωγή και τη διαγραφή στοι-

χείου σε ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης,

� περιγράφετε τις αλλαγές κατά την εισαγωγή και τη διαγραφή στοι-

χείου σε ένα δέντρο-σωρό,

� σχηµατίζετε ένα δέντρο δυαδικής αναζήτησης ή ένα σωρό, όταν

δίνονται τα στοιχεία του,

� διακρίνετε το είδος του δέντρου από την περιγραφή του.

� Γενικό δέντρο

� Ρίζα

� Κόµβος

� Εσωτερικός κόµβος

� Τερµατικός κόµβος

� Ακµή

� Κενό δέντρο

� Γονέας

� Παιδί

� Αριστερό παιδί

� ∆εξί παιδί

� Υποδέντρο

� Αριστερό υποδέντρο

� ∆εξί υποδέντρο

� ∆ιαδροµή

� Επίπεδο ή βάθος κόµβου

� Ύψος δέντρου

� Πλήρες δέντρο

� Προδιατεταγµένη διαπέραση

� Ενδοδιατεταγµένη διαπέραση

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿
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Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τα δέντρα, ίσως τη σπουδαιότερη

κατηγορία ανώτερων δοµών δεδοµένων. Στην πρώτη ενότητα δίνεται

η περιγραφή ενός γενικού δέντρου, καθώς και ορισµένων βασικών του

στοιχείων.

Στη δεύτερη ενότητα εξετάζουµε τα δυαδικά δέντρα, τη σπουδαιότερη

κατηγορία δέντρων. ∆ίνεται ο ορισµός ενός δυαδικού δέντρου, περι-

γράφονται οι τρόποι αναπαράστασής του και οι διάφοροι τρόποι διαπέ-

ρασης, καθώς και ο αλγόριθµος για την προδιατεταγµένη διαπέραση.

Στην τρίτη ενότητα ασχολούµαστε µε µια παραλλαγή των δυαδικών

δέντρων, τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης. ∆ίνεται ο ορισµός τους και

οι αλγόριθµοι για τις πράξεις της αναζήτησης, εισαγωγής και διαγρα-

φής ενός στοιχείου (κόµβου).

Στην τέταρτη ενότητα παρουσιάζουµε µια άλλη παραλλαγή των δυαδι-

κών δέντρων, τα δέντρα-σωροί ή απλώς σωροί. ∆ίνεται ο ορισµός τους

και περιγράφονται οι αλγόριθµοι για την εισαγωγή στοιχείου (κόµβου)

σε ένα σωρό και τη διαγραφή της ρίζας ενός σωρού.

Τέλος, στην πέµπτη ενότητα αναφερόµαστε πολύ συνοπτικά σε διάφο-

ρους άλλους τύπους δέντρων, όπως τα δέντρα AVL και τα κόκκινα-

µαύρα δέντρα, στο πλαίσιο της έννοιας των ισοζυγισµένων δέντρων.
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� Μεταδιατεταγµένη διαπέραση

� ∆υαδικό δέντρο αναζήτησης

� ∆έντρο-σωρός ή σωρός

� Ισοζυγισµένο δέντρο

� Υψοζυγισµένο δέντρο

� Βαροζυγισµένο δέντρο

∂ÓfiÙËÙÂ˜ ∫ÂÊ·Ï·›Ô˘ 5

5.1 Γενικά στοιχεία και ορισµοί

5.2 ∆υαδικά δέντρα

5.3 ∆υαδικά δέντρα αναζητήσης

5.4 ∆έντρα - σωροί

5.5 Άλλες κατηγορίες δέντρων
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Τα δέντρα είναι από τις σπουδαιότερες δοµές δεδοµένων και ανήκουν

στην κατηγορία των µη γραµµικών δοµών. Ένα δέντρο είναι µια συλ-

λογή από στοιχεία (κόµβους) του ίδιου τύπου που συνδέονται (σχετί-

ζονται) µεταξύ τους κατά τρόπο πιο πολύπλοκο απ� ό,τι στους πίνακες

και στις λίστες, που είναι γραµµικές δοµές. Η συνήθης απεικόνιση του

τρόπου αυτού συσχέτισης των κόµβων µοιάζει µε δέντρο. Στο Σχήµα

5.1 παρουσιάζεται ένα δέντρο γενικής µορφής.

Κάθε δέντρο αποτελείται από κόµβους (nodes) και ακµές (edges). Οι

ακµές είναι ευθύγραµµα τµήµατα που συνδέουν τους κόµβους µετα-

ξύ τους. Σε κάθε δέντρο υπάρχει ένας και µοναδικός κόµβος, που ονο-

µάζεται ρίζα (root) του δέντρου. Από τη ρίζα µόνο ξεκινούν ακµές.

∆εν υπάρχει ακµή που να καταλήγει στη ρίζα. Οι κόµβοι στους οποί-

ους µόνο καταλήγουν ακµές ονοµάζονται τερµατικοί κόµβοι (terminal

nodes) ή φύλλα (leaves). Οι υπόλοιποι κόµβοι, στους οποίους κατα-

λήγουν και από τους οποίους ξεκινούν ακµές, ονοµάζονται εσωτερι-

κοί (internal) ή µη τερµατικοί (non terminal) κόµβοι. Το κενό δέντρο

(null tree) δεν έχει κανέναν κόµβο και καµία ακµή. Για παράδειγµα,

στο δέντρο του Σχήµατος 5.1 ο κόµβος Ν1 είναι η ρίζα του δέντρου,

οι Ν2, Ν3, Ν4 και Ν8 είναι εσωτερικοί κόµβοι και οι υπόλοιποι τερµα-

τικοί κόµβοι. Τέλος, υποδέντρο (subtree) ενός δέντρου είναι κάθε

δέντρο που σχηµατίζεται αν θεωρήσουµε ως ρίζα έναν οποιοδήποτε

κόµβο του δέντρου.

N4

N5 N6 N7 N8 N9

N12N11

N10

N2 N3

N1

1

0

2

3

ρίζα

εσωτερικοί�
κόµβοι

τερµατικοί�
κόµβοι

Eπίπεδο�

(βάθος)

™¯‹Ì· 5.1 

Ένα γενικό δέντρο

Σ� ένα δέντρο ορίζουµε τις παρακάτω «οικογενειακές» σχέσεις µετα-

ξύ των κόµβων του. Ένας κόµβος Νx ονοµάζεται γονέας (parent) ενός

άλλου κόµβου Νy, αν από τον Νx ξεκινά µια ακµή που καταλήγει στον



∆ιαδροµή (path) από έναν κόµβο Νx σε έναν άλλο

κόµβο Νy είναι µια ακολουθία κόµβων, όπου πρώ-

τος είναι ο Νx, τελευταίος ο Νy και κάθε άλλος κόµ-

βος είναι παιδί του προηγουµένου.

Μήκος (length) µιας διαδροµής είναι ο αριθµός

των ακµών που περιλαµβάνονται σ� αυτήν.

Επίπεδο (level) ή βάθος (depth) ενός κόµβου

είναι το µήκος της µοναδικής διαδροµής από τη

ρίζα στον κόµβο αυτό.

Ύψος (height) ενός δέντρου είναι το µέγιστο

βάθος των (τερµατικών) κόµβων του.

Βαθµός (degree) ενός κόµβου είναι ο αριθµός

των παιδιών του.

Ορισµός
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� Η διαδροµή από τον κόµβο Ν1 στον κόµβο Ν12
είναι η Ν1-Ν3-Ν8-Ν12.

➣ Σε ένα δέντρο υπάρχει µια και µοναδική διαδρο-

µή από τη ρίζα σε οποιονδήποτε κόµβο του.

� Το µήκος της παραπάνω διαδροµής είναι τρία

(3), διότι περιλαµβάνει τρεις ακµές.

� Το επίπεδο (βάθος) του κόµβου Ν8 είναι δύο

(2), διότι η διαδροµή από τη ρίζα στον κόµβο

έχει µήκος δύο (2).

➣ Οι κόµβοι ενός δέντρου είναι οργανωµένοι σε

επίπεδα. Η ρίζα έχει βάθος µηδέν (0), δηλαδή

βρίσκεται στο επίπεδο µηδέν (0).

� Το ύψος του δέντρου του σχήµατος είναι τρία

(3), διότι αυτό είναι το µέγιστο βάθος των κόµ-

βων του.

➣ Το ύψος του κενού δέντρου είναι �1.

� Ο βαθµός του κόµβου Ν2 είναι τρία (3), ενώ

του Ν3 είναι ένα (1).

➣ Ο βαθµός ενός τερµατικού κόµβου είναι µηδέν (0).

Παράδειγµα - Παρατηρήσεις

¶›Ó·Î·˜ 5.1

Νy. Ο Νy τότε ονοµάζεται παιδί (child) του Νx. Τα φύλλα ενός δέντρου

δεν έχουν παιδιά. Π.χ. στο Σχήµα 5.1 ο κόµβος Ν4 είναι γονέας των

Ν9, Ν10 και οι Ν9, Ν10 είναι παιδιά του. Τα παιδιά ενός κόµβου, π.χ. τα

Ν9, Ν10 είναι µεταξύ τους αδέρφια (siblings). Κατ� επέκταση, έχουµε

και τους όρους απόγονος (descendant) και πρόγονος (ancestor). Π.χ.

ο κόµβος Ν12 είναι απόγονος του Ν3, διότι είναι παιδί του παιδιού του

(δηλαδή του Ν8). Αντίστοιχα, ο κόµβος Ν3 είναι πρόγονος του Ν12.

Επίσης, σ� ένα δέντρο ορίζουµε και τις έννοιες που παρουσιάζονται

στον Πίνακα 5.1. Τα παραδείγµατα αναφέρονται στο δέντρο του Σχή-

µατος 5.1.



Βαθµός ενός δέντρου είναι ο µέγιστος των βαθ-

µών των κόµβων του.
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� Ο βαθµός του δέντρου του σχήµατος είναι τρία (3).

➣ ∆έντρα βαθµού n ονοµάζονται n�δικά δέντρα.

Έτσι έχουµε δυαδικά (binary), τριαδικά

(ternary) και τετραδικά (quadtree) δέντρα.

5.2 ¢˘·‰ÈÎ¿ ‰¤ÓÙÚ·

5.2.1 √ÚÈÛÌÔ› Î·È ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË

Ένα δυαδικό δέντρο είναι ένα δέντρο µε βαθµό δύο (2) για κάθε κόµβο

του. Για τον ορισµό ενός δυαδικού δέντρου χρησιµοποιείται ο διπλα-

νός αναδροµικός ορισµός [1]. �

∆ηλαδή κάθε κόµβος σ� ένα δυαδικό δέντρο έχει, κατά µέγιστο, δύο

παιδιά, το αριστερό παιδί και το δεξιό παιδί, που είναι αντίστοιχα οι

ρίζες του αριστερού και δεξιού υποδέντρου του κόµβου. Αν κάποιο

από τα δύο παιδιά είναι το κενό δέντρο, τότε λέµε ότι το αντίστοιχο

παιδί δεν υπάρχει ή είναι κενό.

Ένα δυαδικό δέντρο απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Το αριστερό παιδί

του κόµβου Ν1 είναι ο κόµβος Ν2 και το δεξιό παιδί ο κόµβος Ν3. Το

αριστερό παιδί του Ν5 είναι ο Ν10, αλλά το δεξιό του παιδί είναι το

κενό δέντρο. Οι τερµατικοί κόµβοι έχουν ως αριστερό και δεξιό παιδί

τους το κενό δέντρο.

Στο επίπεδο 0 (ρίζα) ο µέγιστος αριθµός κόµβων είναι 20 = 1, στο επί-

πεδο 1 είναι 21 = 2, στο επίπεδο 2 είναι 22 = 4 κ.ο.κ., στο επίπεδο

(βάθος) k είναι 2k. Εποµένως, ένα δυαδικό δέντρο ύψους h µπορεί να

έχει κατά µέγιστο 20 + 21 + 22 + � + 2h = = 2h+1 - 1 κόµβους [2].2

0

k

k

h

=
Â

� Ένα δυαδικό δέντρο είναι

είτε το κενό δέντρο είτε απο-

τελείται από ένα στοιχείο

(κόµβο), που ονοµάζεται ρίζα

του δέντρου, και από δύο

υποδέντρα, που ονοµάζονται

αριστερό και δεξιό υποδέντρο,

µε στοιχεία (κόµβους) του

ίδιου τύπου µε τη ρίζα, που

είναι δυαδικά δέντρα.

[1] Αναδροµικός λέγεται ένας ορισµός που χρησιµοποιεί την οριζόµενη έννοια για τον
ορισµό της.

[2] Προκύπτει από τη µαθηµατική ταυτότητα 

  
x

x

x
k

k

n n

=

+

Â = -
-

0

1 1

1
.



Στη βιβλιογραφία, ορισµένες φορές αναφέρονται σ� αυτό τον τύπο

δέντρου ως σχεδόν πλήρες (almost complete) δέντρο και στο δέντρο

1 2 0 K E º A § A I O  5 :  ¢ E N T PA

N4 N5 N6 N7

N8 N9 N10

N2 N3

N10

1

2

3
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Ένα δυαδικό δέντρο

Ένα δυαδικό δέντρο λέγεται πλήρες (complete), αν σε όλα τα επίπεδά

του, εκτός ίσως από το τελευταίο, έχει το µέγιστο δυνατό αριθµό κόµ-

βων και όλοι οι κόµβοι στο τελευταίο επίπεδο βρίσκονται όσο το δυνα-

τό στα αριστερά του δέντρου. Εποµένως, υπάρχει ένα µοναδικό πλή-

ρες δέντρο µε ακριβώς n κόµβους. Π.χ. από τα δέντρα του Σχήµατος

5.3 µόνο το (α) είναι πλήρες. Το (β) δεν είναι πλήρες, διότι οι κόµβοι

στο τελευταίο επίπεδο (τερµατικοί) δε βρίσκονται όσο το δυνατόν αρι-

στερότερα. Το (γ) δεν είναι επίσης πλήρες, διότι στο δεύτερο επίπεδο,

που δεν είναι το τελευταίο, δεν έχει το µέγιστο δυνατό αριθµό κόµβων.

(α)

(β)

(γ)

™¯‹Ì· 5.3

∆υαδικά δέντρα: (α) πλήρες, (β) και (γ) µη πλήρη
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που έχει συµπληρωµένα όλα τα επίπεδα ως πλήρες δέντρο. Εδώ δε θα

ακολουθήσουµε αυτή τη διάκριση.

Για το ύψος h ενός πλήρους δέντρου n κόµβων ισχύει (πάνω όριο) η

σχέση:

Η απόδειξη έχει ως ακολούθως. Ο ελάχιστος αριθµός κόµβων σε ένα

πλήρες δέντρο ύψους h είναι 

(20+21+22+ � +2h-1) + 1,

δηλαδή συµπληρωµένα τα επίπεδα µέχρι ύψος (h-1) συν έναν κόµβο

από το τελευταίο επίπεδο. Αλλά (20+21+22+ � +2h-1) = 2h-1, οπότε ο

ελάχιστος αριθµός κόµβων γίνεται τελικά (2h-1) + 1 = 2h. ∆ηλαδή για

ένα δέντρο n στοιχείων, είναι n ≥ 2h ¤ logn ≥ log(2h) ¤ h £  logn.

Επίσης, ισχύει (κάτω όριο) η σχέση:

Η απόδειξη έχει ως ακολούθως: Αφού ο µέγιστος αριθµός κόµβων

ενός πλήρους δέντρου ύψους h είναι 2h+1-1, για ένα δέντρο n στοι-

χείων θα ισχύει n £  2h+1 - 1 ¤ n + 1 £  2h+1 ¤ log(n + 1) £  log(2h+1)

¤ h + 1 ≥ log(n + 1) ¤ h ≥ log(n + 1) - 1.

Όπως και οι προηγούµενες δοµές, έτσι και ένα δυαδικό δέντρο µπο-

ρεί να αναπαρασταθεί χρησιµοποιώντας είτε συνεχόµενη είτε συν-

δεδεµένη αναπαράσταση. Κοινές απαιτήσεις και στις δύο περιπτώ-

σεις είναι α) να υπάρχει άµεση προσπέλαση της ρίζας του δέντρου

και β) δεδοµένου ενός κόµβου να υπάρχει άµεση προσπέλαση στα

παιδιά του.

Συνεχόµενη Αναπαράσταση

Στη συνεχόµενη αναπαράσταση χρησιµοποιούµε έναν πίνακα, έστω

Τ, για την αναπαράσταση ενός δυαδικού δέντρου. Για να είναι επαρ-

κής ο πίνακας Τ για ένα δυαδικό δέντρο ύψους h πρέπει να έχει 

n = (2h+1 � 1) στοιχεία, όσα δηλαδή και ο µέγιστος αριθµός στοιχείων

του δέντρου. Για ένα πλήρες δυαδικό δέντρο, η αποθήκευση των κόµ-

βων του στον πίνακα γίνεται όπως περιγράφεται στη συνέχεια.

Η ρίζα του δέντρου αποθηκεύεται στο πρώτο στοιχείο του πίνακα (Τ1)

και οι υπόλοιποι κόµβοι (στοιχεία) αποθηκεύονται στα επόµενα στοι-

h n≥ log( +1) -1.

h n£ log .



Η συνεχόµενη αναπαράσταση µπορεί να εφαρµοστεί και σε µη πλή-

ρες δέντρο. Τότε, βέβαια, θα υπάρχουν ενδιάµεσες κενές θέσεις στον

πίνακα αναπαράστασης.

Συνδεδεµένη Αναπαράσταση

Στη συνδεδεµένη αναπαράσταση κάθε κόµβος Νi αποτελείται από τρία

µέρη. Το αριστερό µέρος LPi είναι ένας δείκτης στο αριστερό παιδί

του κόµβου, που είναι η ρίζα του αριστερού υποδέντρου, ενώ το δεξιό

µέρος RPi είναι ένας δείκτης στο δεξιό παιδί του κόµβου, που είναι η

1 2 2 K E º A § A I O  5 :  ¢ E N T PA

T1 T2 T3 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12 T13 T14 T15T4

T N1 N2 N4 N5 N6 N7 N8 N10N9N3

2i + 1 = 9�
δεξί παιδί

i = 4�
κόµβος 4

[i / 2]= 2�

γονέας

2i+1=8�
αρισ. παιδί

™¯‹Ì· 5.4 

Συνεχόµενη αναπαράσταση δυαδικού δέντρου

χεία του πίνακα, µε τη σειρά ανά επίπεδο, ξεκινώντας από τον πρώτο

αριστερά κόµβο κάθε επιπέδου. Στην περίπτωση ενός πλήρους δυαδι-

κού δέντρου που έχει αποθηκευτεί µε αυτό τον τρόπο, για κάθε κόµβο

που βρίσκεται στη θέση i του πίνακα, δηλαδή παριστάνεται από το

στοιχείο Τi , ισχύουν τα εξής:

(1) Αν 2i > n , όπου n ο αριθµός των πραγµατικών κόµβων του

δέντρου, τότε το Τi είναι τερµατικός κόµβος (φύλλο) του δέντρου.

(2) Ο γονέας του Τi είναι το Τ[i/2] , αν i > 1, όπου �[ ]�σηµαίνει ακέραιο

µέρος. Αν i = 1, πρόκειται για τη ρίζα του δέντρου.

(3) Το αριστερό παιδί του Τi είναι το Τ2i, αν 2i £  n, αλλιώς δεν έχει αρι-

στερό παιδί.

(4) Το δεξιό παιδί του Τi είναι το Τ2i+1, αν 2i + 1 £  n, αλλιώς δεν έχει

δεξιό παιδί.

Στο Σχήµα 5.4 φαίνεται η συνεχόµενη αναπαράσταση του πλήρους

δυαδικού δέντρου του Σχήµατος 5.2, όπου σηµειώνονται ο γονέας και

τα παιδιά του κόµβου Ν4. Στη συνέχεια θα παραλείπουµε τις κενές

θέσεις του πίνακα στη συνεχόµενη αναπαράσταση ενός δέντρου, για

απλούστερη απεικόνιση.
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T1

T2 T3

T5T4

T8

N8 N9 N10

N7N6N5N4
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N1

T9 T10

T6 T7

R

LP1

LP3

LP6LP5 LP7LP4

LP8 LP9 LP10
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RP1

RP2 RP3

RP7
RP5 RP6

RP9 RP10RP8
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Συνδεδεµένη αναπαράσταση δυαδικού δέντρου

ρίζα του δεξιού υποδέντρου. Στο Σχήµα 5.5 φαίνεται η σχηµατική

παράσταση της συνδεδεµένης αναπαράστασης ενός δυαδικού δέντρου.

Ο δείκτης R «δείχνει» στη ρίζα του δέντρου και ονοµάζεται δείκτης

ρίζας (root pointer).

Αν κάποιος κόµβος δεν έχει αριστερό ή και δεξιό παιδί (υποδέντρο),

τότε ο αντίστοιχος δείκτης έχει τιµή NIL, δηλαδή είναι ο κενός δεί-

κτης. Σ� ένα κενό δέντρο ο δείκτης R είναι ο κενός δείκτης.

Ο ορισµός ενός συνδεδεµένου δυαδικού δέντρου στην Pascal και την

C γίνεται όπως και αυτός µιας απλής συνδεδεµένης λίστας (Παραδείγ-

µατα 3.2α και 3.2β), µε τη διαφορά ότι η εγγραφή που παριστάνει έναν

κόµβο έχει δύο πεδία τύπου δείκτη (π.χ. ldeiktis, rdeiktis) αντί για ένα

(deiktis), και ο δείκτης ρίζας ορίζεται ως µια µεταβλητή δείκτη R.

5.2.2 ¢È·ÂÚ¿ÛÂÈ˜

∆ιαπέραση ενός δυαδικού δέντρου σηµαίνει την επίσκεψη κάθε κόµ-

βου του µια φορά και κατά µια συγκεκριµένη σειρά. ∆ιακρίνουµε τρεις

βασικούς τρόπους διαπέρασης ενός δυαδικού δέντρου, την προδιατε-

ταγµένη (preorder), την ενδοδιατεταγµένη (inorder) και τη µεταδιατε-

ταγµένη (postorder) διαπέραση. Οι τρεις αυτοί τρόποι διαφέρουν στο

ότι εκτελούν σ� ένα δέντρο τις διαδικασίες

(1) επίσκεψη ρίζας,



(2) επίσκεψη αριστερού υποδέντρου,

(3) επίσκεψη δεξιού υποδέντρου,

µε διαφορετική σειρά, η οποία ακολουθείται και στη διαπέραση των

υποδέντρων του δέντρου κ.ο.κ.

Έτσι, η προδιατεταγµένη διαπέραση ακολουθεί την παραπάνω σειρά

(1)-(2)-(3), η ενδοδιατεταγµένη διαπέραση την (2)-(1)-(3) και η

µεταδιατεταγµένη τη σειρά (2)-(3)-(1). Παρατηρήστε ότι το βασικό

χαρακτηριστικό που διακρίνει τους τρείς τρόπους διαπέρασης είναι

η σειρά επίσκεψης της ρίζας. ∆ηλαδή στην προδιατεταγµένη διαπέ-

ραση η επίσκεψη της ρίζας γίνεται πριν από αυτές των δύο υποδέ-

ντρων, στην ενδοδιατεταγµένη γίνεται µεταξύ των επισκέψεων στα

δύο υποδέντρα και στη µεταδιατεταγµένη µετά τις επισκέψεις των

υποδέντρων. Επίσης, παρατηρήστε ότι η επίσκεψη στο αριστερό

υποδέντρο προηγείται πάντα της επίσκεψης στο δεξί. Για παράδειγ-

µα, κατά την εφαρµογή της προδιατεταγµένης διαπέρασης στο

δέντρο του Σχήµατος 5.2, οι κόµβοι διαπερνώνται µε την εξής σειρά

Ν1, Ν2, Ν3, �, Ν10, ενώ στη µεταδιατεταγµένη διαπέραση µε τη

σειρά Ν8, Ν9, Ν4, Ν10, Ν5, Ν2, Ν6, Ν7, Ν3, Ν1.

Η υλοποίηση της διαπέρασης ενός δέντρου µπορεί να γίνει µε διάφο-

ρες τεχνικές. ∆ύο βασικές τεχνικές είναι α) µε χρήση στοίβας και β)

µε χρήση αναδροµής (recursion). Η αναδροµή είναι µια γενική τεχνι-

κή, µε την οποία όµως δεν ασχολούµαστε σ� αυτό το βιβλίο. Επίσης,

χρησιµοποιούµε συνδεµένη αναπαράσταση του δυαδικού δέντρου, που

είναι πιο κατάλληλη, από ό,τι η συνεχόµενη, για την υλοποίηση των

τρόπων διαπέρασης. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τον αλγόριθµο

(Αλγόριθµος 5.1) για την υλοποίηση της προδιατεταγµένης διαπέρα-

σης ενός δυαδικού δέντρου µε χρήση µιας συνεχόµενης στοίβας. 

Η βασική διαδικασία έχει ως εξής: 

(α) Προχωρούµε προς τα κάτω ακολουθώντας πρώτα την πιο αριστε-

ρά ευρισκόµενη διαδροµή του δέντρου µε ρίζα τη δοθείσα, εφαρ-

µόζοντας την προτιθέµενη επεξεργασία στο στοιχείο κάθε κόµβου

που συναντάµε στη διαδροµή και τοποθετούµε κάθε δεξιό παιδί,

όπου υπάρχει, στη στοίβα. Σταµατούµε όταν συναντήσουµε κόµβο

χωρίς αριστερό παιδί. 
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.1: ΠPO∆IATETAΓMENH ∆IAΠEPAΣH

Είσοδος: Ένας δείκτης (R) στη ρίζα ενός δυαδικού δέντρου.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνονται µεταβολές στις τιµές των στοιχείων

του δέντρου.

Τ-PROD-DIAPERASH (R)
1 T ¨̈ 0, P ¨̈ R{Αρχικοποιήσεις}
2 while P π NIL {Συνθήκη επανάληψης}
3 PROCESS(STOIXEIO(KOMBOS(P))) {Εφαρµογή επεξεργασίας}
4 if DDEIKTHS(KOMBOS(P)) π NIL {Έλεγχος δεξιού υποδέντρου}
5 then T ¨̈ T + 1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}
6 S[T] ¨̈ DDEIKTHS(KOMBOS(P)) {Καταχώριση στη στοίβα}

endif
7 if ADEIKTHS(KOMBOS(P)) π NIL {Έλεγχος αριστερού υποδέντρου}
8 then P ¨̈ ADEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση δείκτη}
9 else P ¨̈ S[T] {Εξαγωγή κορυφής στοίβας}
10 T ¨̈ T - 1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

endif
endwhile

(β) Εξάγουµε το κορυφαίο στοιχείο της στοίβας και επαναλαµβάνου-

µε το (α) θεωρώντας το στοιχείο αυτό ως ρίζα. 

Στον Αλγόριθµο 5.1 (T-PROD-DIAPERASH) χρησιµοποιούµε µια

συνεχόµενη στοίβα (S, T) και µια µεταβλητή δείκτη (Ρ) ως βοηθητι-

κά στοιχεία. Η στοίβα χρησιµοποιείται για την αποθήκευση των δει-

κτών των (δεξιών) υποδέντρων, ενώ η Ρ για την αποθήκευση του τρέ-

χοντος δείκτη του (αριστερού) υποδέντρου. Επίσης, το

STOIXEIO(KOMBOS(P)) παριστάνει το στοιχείο του κόµβου, και τα

ADEIKTHS(KOMBOS(P)), DDEIKTHS(KOMBOS(P)) τον αριστε-

ρό και δεξιό δείκτη του κόµβου στον οποίο δείχνει ο δείκτης Ρ.

Στο βήµα 1 αρχικοποιείται ο δείκτης κορυφής της στοίβας (άδεια στοί-

βα) και ο δείκτης Ρ (στην τιµή του δείκτη ρίζας R). Ο κυρίως αλγό-

ριθµος (βήµατα 2-10) είναι µια επαναληπτική διάταξη while. Καταρ-

χήν (βήµα 3) εφαρµόζεται η διαδικασία PROCESS στο στοιχείο του

τρέχοντος κόµβου (δηλαδή της ρίζας) του τρέχοντος (υπο)δέντρου.
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Ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης έχει εννέα (9) κόµβους. Η προδια-

τεταγµένη διαπέραση έχει ως αποτέλεσµα την επίσκεψη των στοι-

χείων (κόµβων) του µε τη σειρά Ζ, Α, Ε, Κ, Γ, ∆, Η, Θ, Β, ενώ η ενδο-

διατεταγµένη διαπέραση µε τη σειρά Ε, Α, Γ, Κ, Ζ, Η, ∆, Β, Θ. Να

σχεδιάσετε το δυαδικό δέντρο.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.1

5.3 ¢˘·‰ÈÎ¿ ‰ÂÓÙÚ· ·Ó·˙‹ÙËÛË˜

5.3.1 √ÚÈÛÌfi˜

Το δυαδικό δέντρο αναζήτησης (binary search tree) ή διατεταγµένο δυα-

δικό δέντρο (binary sorted tree) είναι µια από τις σπουδαιότερες δοµές

δεδοµένων στην επιστήµη των υπολογιστών, διότι συνδυάζει µικρό

χρόνο αναζήτησης και εύκολη εισαγωγή και διαγραφή στοιχείων. Ο

τύπος των στοιχείων των κόµβων ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης

πρέπει να είναι τέτοιου τύπου που να επιτρέπει τη διάταξη των στοι-

χείων (π.χ. ακέραιοι αριθµοί, χαρακτήρες). �

Για παράδειγµα, το δέντρο του Σχήµατος 5.6 είναι ένα δυαδικό δέντρο

αναζήτησης που τα στοιχεία του είναι ακέραιοι αριθµοί. Παρατηρή-

στε ότι η τιµή της ρίζας του δέντρου (46) είναι µεγαλύτερη από την

τιµή κάθε στοιχείου του αριστερού υποδέντρου (15, 7, 24, 18) και

µικρότερη από την τιµή κάθε στοιχείου του δεξιού υποδέντρου (52,

48, 74, 65). Το ίδιο συµβαίνει και µε κάθε εσωτερικό κόµβο. Π.χ. η

τιµή του στοιχείου του κόµβου Ν2 (15) είναι µεγαλύτερη από αυτές

του αριστερού υποδέντρου (7) και µικρότερη από αυτές του δεξιού

υποδέντρου (24, 18).

� Ένα δυαδικό δέντρο ανα-

ζήτησης είναι ένα δυαδικό

δέντρο µε διατεταγµένους

κόµβους έτσι ώστε η τιµή του

στοιχείου κάθε κόµβου να

είναι µεγαλύτερη από τις

τιµές όλων των στοιχείων

των κόµβων του αριστερού

του υποδέντρου και µικρότε-

ρη από αυτές των στοιχείων

του δεξιού του υποδέντρου.

Στη συνέχεια αποθηκεύεται στη στοίβα ο δείκτης του τρέχοντος κόµ-

βου που δείχνει στο δεξιό υποδέντρο του, αν υπάρχει (διάταξη if,

βήµατα 4-6). Κατόπιν ο τρέχων δείκτης παίρνει την τιµή του δείκτη

στο αριστερό υποδέντρο του τρέχοντος κόµβου, αν υπάρχει, ή την τιµή

της κορυφής της στοίβας � (δηλαδή του δείκτη σε κάποιο δεξιό υπο-

δέντρο που αποθηκεύτηκε πιο πρόσφατα) � (διάταξη if, βήµατα 7-10).

Η επανάληψη σταµατά όταν ο τρέχων δείκτης Ρ πάρει την τιµή NIL,

δηλαδή όταν δεν υπάρχουν άλλοι κόµβοι για επίσκεψη.



Όπως εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κάποιος, η ενδοδιατεταγµένη δια-

πέραση ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης επισκέπτεται τα στοιχεία

(κόµβους) του δέντρου µε τη σειρά που θα είχαν αν τα διατάσσαµε

κατ� αύξουσα τάξη (7, 15, 18, 24, 46, 48, 52, 65, 74, για το δέντρο του

Σχήµατος 5.6).
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Ας σηµειωθεί ότι, στην πράξη, οι κόµβοι ενός δέντρου είναι συνήθως

εγγραφές, δηλαδή έχουµε µια µεικτή δοµή, που ονοµάζεται δέντρο

εγγραφών. Στην περίπτωση αυτή, αυτό το οποίο αναφερόµαστε εδώ

ως το �στοιχείο� ενός κόµβου είναι το �κλειδί� των εγγραφών (ανα-

τρέξτε στην Ενότητα «2.3.2 Πίνακες Εγγραφών» για τον ορισµό της

έννοιας �κλειδί�).

46

15 52

7 24 48 74

18 65

N1

N2 N3

N4 N5 N6 N7

N8 N9

™¯‹Ì· 5.6

∆υαδικό δέντρο αναζήτησης µε

ακέραια στοιχεία

5.3.2 ∞Ó·˙‹ÙËÛË

Μια από τις βασικές πράξεις σ� ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης είναι

η αναζήτηση ενός στοιχείου. Η βασική διαδικασία αναζήτησης έχει

ως εξής:

(1) Συγκρίνουµε τη ρίζα του δέντρου µε το υπό αναζήτηση στοι-

χείο και

(α) αν η τιµή του στοιχείου είναι µικρότερη, τότε προχωρούµε στο

αριστερό παιδί της ρίζας,

(β) αν είναι µεγαλύτερη, τότε προχωρούµε στο δεξιό παιδί της

ρίζας.



Στον Αλγόριθµο 5.2α χρησιµοποιούνται τέσσερις βοηθητικές µετα-

βλητές: PX, PXG, EURESH και X. Η ΡΧ είναι ένας δείκτης που δεί-

χνει πάντα στο τρέχον στοιχείο (κόµβο) του δέντρου. Η ΡXG είναι

ένας δείκτης που δείχνει πάντα στο γονέα τού τρέχοντος στοιχείου

(κόµβου). Η EURESH είναι µια λογική µεταβλητή που γίνεται αλη-
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(2) Το βήµα (1) επαναλαµβάνεται µέχρις ότου

(α) συναντήσουµε το προς αναζήτηση στοιχείο (επιτυχία) ή

(β) συναντήσουµε το κενό (υπο)δέντρο (αποτυχία).

Ο βασικός αλγόριθµος αναζήτησης παρουσιάζεται στο παρακάτω

πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 5.2α (T-BASIKH-ANAZHTHSH). Τον ονο-

µάζουµε �βασικό� αλγόριθµο, διότι χρησιµοποιείται ως βάση για τους

επόµενους αλγορίθµους. Ένας από αυτούς είναι ο ολοκληρωµένος

αλγόριθµος αναζήτησης, που παρουσιάζεται στη συνέχεια ως Αλγό-

ριθµος 5.2. 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.2α: BAΣIKH ANAZHTHΣH ΣE ∆YA∆IKO ∆ENTPO

Είσοδος: Ένας δείκτης (R) στη ρίζα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης και ένας δείκτης (Ρ) στον

προς αναζήτηση κόµβο (στοιχείο).

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται ενηµέρωση κάποιων µεταβλητών.

Τ-BASIKH-ANAZHTHSH(R, P)

1 PX ¨̈ R, PXG ¨̈ NIL, EURESH ¨̈ FALSE {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 X ¨̈ STOIXEIO(KOMBOS(P)) {Προς αναζήτηση στοιχείο}

3 while (not EURESH) and (PX π NIL) {Συνθήκη τερµατισµού}

4 if X < STOIXEIO(KOMBOS(PX)) {Σύγκριση στοιχείων}

5 then PXG ¨̈ PX {Ενηµέρωση δείκτη}

6 PX ¨̈ ADEIKTHS(KOMBOS(PX)) {Ενηµέρωση δείκτη}

7 else if X > STOIXEIO(KOMBOS(PX)) {Σύγκριση στοιχείων}

8 then PXG ¨̈ PX {Ενηµέρωση δείκτη}

9 PX ¨̈ DDEIKTHS(KOMBOS(PX)) {Ενηµέρωση δείκτη}

10 else EURESH ¨̈ TRUE {Ενηµέρωση µεταβλητής}

endif

endif

endwhile
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.2: ANAZHTHΣH ΣE ∆YA∆IKO ∆ENTPO

Είσοδος: Ένας δείκτης (R) στη ρίζα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης και ένας δείκτης (Ρ) στον

κόµβο τού προς αναζήτηση στοιχείου.

Έξοδος: Εξωτερικά επιστρέφει, αντίστοιχα, µήνυµα για τις περιπτώσεις εύρεσης και µη εύρεσης του

στοιχείου.

Τ-ANAZHTHSH(R, P)

1 T-BASIKH-ANAZHTHSH(R, P) {Βασική αναζήτηση}

2 if EURESH {Έλεγχος αποτελέσµατος}

3 then print �ΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ ΒΡΕΘΗΚΕ� {Μήνυµα εύρεσης στοιχείου}

4 else print �ΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ ∆Ε ΒΡΕΘΗΚΕ� {Μήνυµα αποτυχίας}

endif

Στον ολοκληρωµένο αλγόριθµο αναζήτησης, Αλγόριθµος 5.2 (T-

ANAZHTHSH), εκτελείται καταρχήν η βασική αναζήτηση (βήµα 1).

Ο βασικός αλγόριθµος αναζήτησης χρησιµοποιείται εδώ ως µερικός

αλγόριθµος τύπου διαδικασίας (ανατρέξτε στην Υποενότητα «1.2.2

Περιγραφή της Γλώσσας» για τους τύπους µερικών αλγόριθµων). Σε

τέτοιες περιπτώσεις θεωρούµε ότι οι µεταβλητές του µερικού αλγο-

ρίθµου είναι και µεταβλητές του κυρίως αλγορίθµου. ∆ηλαδή οι τιµές

που παίρνουν οι µεταβλητές αυτές κατά την εκτέλεση του µερικού

αλγορίθµου διατηρούνται και µετά το πέρας της εκτέλεσής του και

θής, όταν το προς αναζήτηση στοιχείο βρεθεί, και τέλος η Χ αντιπρο-

σωπεύει το τρέχον στοιχείο.

Καταρχήν γίνονται αρχικοποιήσεις των βοηθητικών µεταβλητών

(βήµατα 1, 2). Στη συνέχεια ξεκινά µια επαναληπτική διαδικασία µέσω

µιας διάταξης while (βήµατα 3-10) που υλοποιεί τη διαδικασία της

αναζήτησης, όπως αναφέρθηκε πιο πάνω. Η επανάληψη τερµατίζεται,

όταν συναντήσουµε το κενό (υπο)δέντρο (δηλαδή γίνει ΡΧ = ΝΙL,

βήµα 6 ή βήµα 9) ή βρεθεί το στοιχείο (δηλαδή γίνει EURESH =

TRUE, βήµα 10). Μετά το τέλος της εκτέλεσης του αλγορίθµου, αν

έχει βρεθεί το στοιχείο, η µεταβλητή EURESH έχει την τιµή �TRUE�,

ο δείκτης ΡΧ δείχνει στον κόµβο του στοιχείου και ο δείκτης ΡΧG στο

γονέα του, εκτός αν ο κόµβος είναι η ρίζα, οπότε PXG = NIL. Αν δεν

έχει βρεθεί, η EURESH έχει τιµή FALSE, ο ΡΧ τιµή NIL και ο PXG

«δείχνει» τον κόµβο όπου σταµάτησε η αναζήτηση.
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5.3.3 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ 

Η διαδικασία για την εισαγωγή ενός στοιχείου είναι η ίδια µε αυτή της
αναζήτησης, µε τις ακόλουθες αλλαγές. Πρώτον, χρησιµοποιούµε τη
φράση «προς εισαγωγή» αντί της «υπό αναζήτηση». ∆εύτερον, στην
περίπτωση (2α) απλώς διαπιστώνεται η ύπαρξη του στοιχείου και δεν
έχει νόηµα η εισαγωγή του. Τρίτον, στην περίπτωση (2β), δηλαδή όταν
συναντήσουµε κενό υποδέντρο, δεν επιστρέφει αποτυχία, αλλά τότε
γίνεται η εισαγωγή του στοιχείου ως ρίζα του υποδέντρου. Ο αλγό-
ριθµος για την εισαγωγή στοιχείου σ� ένα συνδεδεµένο δυαδικό δέντρο
αναζήτησης παρουσιάζεται στο παρακάτω πλαίσιο ως Αλγόριθµος 5.3
(T-EISAGWGH).

Στον Αλγόριθµο 5.3, καταρχήν (βήµα 1), καλείται ο µερικός αλγόριθ-
µος βασικής αναζήτησης (Αλγόριθµος 5.2α). Στη συνέχεια χρησιµο-
ποιείται µια σύνθετη διάταξη if (βήµατα 2-8) για την ανίχνευση των
τριών δυνατών περιπτώσεων που µπορεί να συναντήσουµε. Αν το
δοθέν δέντρο είναι το κενό δέντρο (1η περίπτωση, βήµα 2), τότε ο
κόµβος του στοιχείου γίνεται η ρίζα του δέντρου (βήµα 3). Αλλιώς, αν
το στοιχείο δεν υπάρχει (2η περίπτωση, βήµα 4), τότε γίνεται εισα-
γωγή του στοιχείου ως ρίζας του αντίστοιχου (αριστερού ή δεξιού)
κενού υποδέντρου που ανιχνεύτηκε µε το βασικό αλγόριθµο αναζή-
τησης (βήµατα 5-7). Τέλος, αν το στοιχείο υπάρχει (3η περίπτωση),
δεν τίθεται θέµα εισαγωγής του, αλλά εκτυπώνεται αντίστοιχο µήνυ-
µα (βήµα 8). Για παράδειγµα, η εφαρµογή του Aλγορίθµου 5.3 για την
εισαγωγή του στοιχείου �22�στο δυαδικό δέντρο του Σχήµατος 5.6 θα
έχει ως αποτέλεσµα την τοποθέτηση του στοιχείου ως δεξιού παιδιού
του κόµβου Ν8, αφού ακολουθηθεί η διαδροµή Ν1-Ν2-Ν5-Ν8.

µπορούν να χρησιµοποιηθούν στον κυρίως αλγόριθµο.

Στη συνέχεια γίνεται έλεγχος του αποτελέσµατος (διάταξη if, βήµατα

2-4) και εκτυπώνεται το αντίστοιχο µήνυµα εύρεσης (βήµα 3) ή απο-

τυχίας (βήµα 4). Η τιµή της µεταβλητής EURESH έχει προκύψει από

την εφαρµογή του µερικού αλγορίθµου στο βήµα 1.



5.3.4 ¢È·ÁÚ·Ê‹

Η διαγραφή ενός στοιχείου από ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης είναι

πιο πολύπλοκη από την εισαγωγή. Η αναζήτηση τού προς διαγραφή

στοιχείου γίνεται όπως και στην περίπτωση της εισαγωγής. Αν δε βρε-

θεί το στοιχείο, τότε επιστρέφει µήνυµα αποτυχίας. Αν βρεθεί ο κόµ-

βος Νx που έχει το στοιχείο, τότε ακολουθείται η εξής διαδικασία

(τρεις περιπτώσεις):

(1) Αν ο Νx δεν έχει παιδιά, τότε διαγράφεται ο Νx και τη θέση του

καταλαµβάνει το κενό δέντρο.

(2) Αν ο Νx έχει µόνο ένα παιδί, τότε διαγράφεται ο Νx και τη θέση του

καταλαµβάνει το µοναδικό παιδί του.

(3) Αν ο Νx έχει δύο παιδιά, τότε 

(α) βρίσκεται ο κόµβος που είναι ο αµέσως επόµενος από τον Νx

στην, κατ� αύξουσα σειρά, ακολουθία των κόµβων (ενδοδιατεταγ-
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.3: EIΣAΓΩΓH ΣE ∆YA∆IKO ∆ENTPO

Είσοδος: Ένας δείκτης (R) στη ρίζα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης και ένας δείκτης (Ρ) στον

κόµβο τού προς εισαγωγή στοιχείου.

Έξοδος: Εξωτερικά επιστρέφει αντίστοιχο µήνυµα σε περίπτωση ύπαρξης του στοιχείου, αλλιώς

τίποτα. Εσωτερικά γίνεται εισαγωγή του κόµβου του στοιχείου στο δέντρο.

Τ-EISAGWGH(R, P)

1 T-BASIKH-ANAZHTHSH(R, P) {Βασική αναζήτηση}

2 if (PX = NIL) and (PI = NIL) {Έλεγχος κενού δέντρου}

3 then R ¨̈ P {Εισαγωγή στη ρίζα}

4 else if EURESH = FALSE {Έλεγχος εύρεσης στοιχείου}

5 then if X < STOIXEIO(KOMBOS(PI)) {Έλεγχος θέσης εισαγωγής}

6 then ADEIKTHS(KOMBOS(PI)) ¨̈ P {Εισαγωγή κόµβου αριστερά}

7 else DDEIKTHS(KOMBOS(PI)) ¨̈ P {Εισαγωγή κόµβου δεξιά}

endif

8 else print �ΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ ΥΠΑΡΧΕΙ� {Μήνυµα ύπαρξης στοιχείου}

endif

endif
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µένη διαπέραση), έστω Νy, σύµφωνα µε τα βήµατα (1) και (2),

(β) διαγράφεται ο κόµβος Νx και

(γ) τη θέση του καταλαµβάνει ο Νy.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι, όπως είναι εύκολο να διαπιστωθεί, ο Νy

(περίπτωση 3), δεν έχει ποτέ δύο παιδιά, ενώ όταν έχει ένα, αυτό

είναι πάντα το δεξιό παιδί. ∆ιότι, αν είχε δύο παιδιά, ή ένα και αρι-

στερό, τότε το αριστερό παιδί του θα ήταν πριν από αυτόν, σύµφω-

να µε την ενδοδιατεταγµένη διαπέραση. Έτσι, στην περίπτωση (3α)

δεν χρειάζεται ποτέ αναδροµική εφαρµογή του βήµατος (3) για τη

διαγραφή του Νy.

∆ιαγραφή στοιχείου (κόµβου) από δυαδικό δέντρο αναζήτησης

Θεωρούµε το δυαδικό δέντρο αναζήτησης του Σχήµατος 5.6, από το

οποίο θέλουµε να διαγράψουµε το στοιχείο (κόµβο) �52�. Σηµειώνε-

ται ότι µε �52�θα συµβολίζουµε το στοιχείο (κόµβο) και µε 52 την τιµή

του. Η διαδικασία διαγραφής του στοιχείου �52� απεικονίζεται στα

παρακάτω σχήµατα.

46
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.1.



Για λόγους καλύτερης κατανόησης, θα παρουσιάσουµε τον αλγόριθ-

µο διαγραφής µε τη βοήθεια δύο µερικών αλγορίθµων. Ο πρώτος, που

αναφέρεται στις παραπάνω περιπτώσεις (1) και (2), δηλαδή τις περι-

πτώσεις που ο προς διαγραφή κόµβος έχει το πολύ ένα παιδί, είναι ο

Αλγόριθµος 5.4α (T-DIAGRAFH-A). 
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Στο Σχήµα (α) σηµειώνονται τα βήµατα της διαδικασίας διαγραφής.
Καταρχήν ο επόµενος του �52�στη σειρά, δηλαδή ο �65�, διαγράφεται
(3α) και τη θέση του καταλαµβάνει το κενό δέντρο. Κατόπιν διαγρά-
φεται και ο �52� (3β) και, τέλος, ο �65� καταλαµβάνει τη θέση του (3γ).
Η τελική κατάσταση του δέντρου απεικονίζεται στο Σχήµα (β).

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.4α: MEPIKH ∆IAΓPAΦH ΣE ∆YA∆IKO ∆ENTPO - A

Είσοδος: Ένας δείκτης (R) στη ρίζα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης, ένας δείκτης (Ρ) στον προς

διαγραφή κόµβο και ένας δείκτης (ΡG) στο γονέα του κόµβου.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται διαγραφή του κόµβου από το δέντρο.

Τ-DIAGRAFH-A (R, P, PG)

1 if (ADEIKTHS(KOMBOS(P)) = NIL) and

2 (DDEIKTHS(KOMBOS(P)) = NIL) {Έλεγχος πλήθους παιδιών}

then PZ ¨̈  NIL {Ενηµέρωση δείκτη}

3 else if ADEIKTHS(KOMBOS(P)) = NIL {Έλεγχος αριστερού στοιχείου}

4 then PZ ¨̈ DDEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση δείκτη}

5 else PZ ¨̈ ADEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση δείκτη}

endif

endif

6 if PG π NIL {Έλεγχος διαγραφής ρίζας}

7 then if P = ADEIKTHS(KOMBOS(PG)) {Έλεγχος αριστερού παιδιού}

8 then ADEIKTHS(KOMBOS(PG)) ¨̈ PZ {Ενηµέρωση αριστερού δείκτη}

9 else DDEIKTHS(KOMBOS(PG)) ¨̈ PZ {Ενηµέρωση δεξιού δείκτη}

endif

10 else R ¨̈ PZ {Ενηµέρωση δείκτη ρίζας}

endif
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Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιούµε τη βοηθητική µεταβλητή ΡΖ,

που είναι τύπου δείκτη και αντιπροσωπεύει το δείκτη στον κόµβο που

θα αντικαταστήσει τον προς διαγραφή. Ο αλγόριθµος αποτελείται από

δύο σύνθετες διατάξεις if. Η πρώτη (βήµατα 1-5) αποδίδει στην ΡΖ

την κατάλληλη τιµή, ανάλογα µε το αν ο προς διαγραφή κόµβος δεν

έχει καθόλου παιδιά (βήµα 2) ή αν έχει µόνο δεξί (βήµα 4) ή µόνο αρι-

στερό (βήµα 5) παιδί. Η δεύτερη σύνθετη διάταξη if (βήµατα 6-10)

ενηµερώνει τον αντίστοιχο δείκτη του γονέα τού προς διαγραφή κόµ-

βου ώστε να δείχνει στον κόµβο που θα τον αντικαταστήσει, ανάλο-

γα µε το αν ο προς διαγραφή κόµβος είναι το αριστερό (βήµα 8) ή το

δεξιό (βήµα 9) παιδί του ή είναι η ρίζα του δέντρου (βήµα 10).

Ο δεύτερος (µερικός) αλγόριθµος, που αναφέρεται στην περίπτωση
(3), δηλαδή όταν ο προς διαγραφή κόµβος έχει δύο παιδιά, είναι ο
Αλγόριθµος 5.4β (T-DIAGRAFH-B). Όπως φαίνεται, χρησιµοποιεί ως
µερικό αλγόριθµο τον αλγόριθµο 5.4α.

Στον Αλγόριθµο 5.4β χρησιµοποιούµε δύο βοηθητικές µεταβλητές, τις
ΡΥ και ΡΥG, που είναι τύπου δείκτη και αντιπροσωπεύουν το δείκτη
στον αµέσως επόµενο (στην ενδοδιατεταγµένη σειρά) από τον προς
διαγραφή κόµβο και στο γονέα του αντίστοιχα. Ο Αλγόριθµος 5.4β
αποτελείται από τρία τµήµατα. Το πρώτο τµήµα (βήµατα 1-5), που ως
βάση έχει µια διάταξη while, ασχολείται µε την εύρεση του επόµενου
κόµβου και του γονέα του. Η ιδέα εδώ είναι ότι προχωρούµε, καταρ-
χήν, στο δεξιό παιδί τού προς διαγραφή κόµβου (βήµα 2) και κατόπιν
συνεχώς στα αριστερά παιδιά (βήµα 5), µέχρις ότου συναντήσουµε
κόµβο µε κενό αριστερό υποδέντρο (βήµα 3). Σε κάθε µετακίνηση
κρατούµε τον προηγούµενο δείκτη στη µεταβλητή ΡΥG (βήµατα 1,
4), αφού αντιπροσωπεύει το δείκτη στο γονέα του τρέχοντος κόµβου.

Στο δεύτερο τµήµα γίνεται κλήση του πρώτου (µερικού) αλγορίθµου για

τη διαγραφή του επόµενου κόµβου (ΡΥ). Προσέξτε ότι η κλήση του µερι-

κού αλγορίθµου γίνεται µε µεταβλητές εισόδου τις R, PY, και PYG, που

είναι διαφορετικές από αυτές που χρησιµοποιούνται στον ορισµό του

αλγορίθµου (R, P, PG). Στην περίπτωση αυτή οι R, PY, και PYG παίρ-

νουν τη θέση των R, P, και PG κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου.



ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.4β: MEPIKH ∆IAΓPAΦH ΣE ∆YA∆IKO ∆ENTPO - B

Είσοδος: Ένας δείκτης (R) στη ρίζα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης, ένας δείκτης (Ρ) στον προς

διαγραφή κόµβο και ένας δείκτης (ΡG) στο γονέα του κόµβου.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται διαγραφή του κόµβου από το δέντρο.

Τ-DIAGRAFH-Β (R, P, PG)

1 PYG ¨̈ P {Αρχικοποίηση δείκτη γονέα}

2 PY ¨̈ DDEIKTHS(KOMBOS(P)) {Αρχικοποίηση δείκτη κόµβου}

3 while ADEIKTHS(KOMBOS(P)) π NIL {Συνθήκη επανάληψης}

4 PYG ¨̈ PY {Ενηµέρωση δείκτη γονέα}

5 PY¨̈ ADEIKTHS(KOMBOS(PY)) {Ενηµέρωση δείκτη κόµβου}

endwhile

6 T-DIAGRAFH-A (R, PY, PYG) {Κλήση µερικού αλγορίθµου}

7 if PG π NIL {Έλεγχος διαγραφής ρίζας}

8 then if P = ADEIKTHS(KOMBOS(PG)) {Έλεγχος αριστερού παιδιού}

9 then ADEIKTHS(KOMBOS(PG)) ¨̈ PY {Ενηµέρωση αριστερού δείκτη}

10 else DDEIKTHS(KOMBOS(PG)) ¨̈ PY {Ενηµέρωση δεξιού δείκτη}

endif

else R ¨̈ PY {Ενηµέρωση δείκτη ρίζας}

endif

12 ADEIKTHS(KOMBOS(PY)) ¨̈ ADEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση αριστερού δείκτη}

DDEIKTHS(KOMBOS(PY)) ¨̈ DDEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση δεξιού δείκτη}
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Στο τρίτο τµήµα γίνεται διαγραφή του κόµβου (Ρ) και αντικατάστασή του

µε τον επόµενο (ΡΥ). Ως βάση χρησιµοποιείται µια διάταξη if (βήµατα

7-11), όπου ο αντίστοιχος δείκτης του γονέα τού προς διαγραφή κόµβου

ενηµερώνεται ώστε να δείχνει στον επόµενο κόµβο (βήµατα 9-10). Στην

περίπτωση που ο προς διαγραφή κόµβος είναι η ρίζα του δέντρου (PG =

NIL), τότε ενηµερώνεται ο δείκτης ρίζας (βήµα 11). Τέλος, ενηµερώνο-

νται και οι δείκτες του επόµενου κόµβου ώστε να δείχνουν εκεί που έδει-

χναν οι αντίστοιχοι δείκτες του διαγραφέντος κόµβου (βήµατα 12-13).

Ο ολοκληρωµένος αλγόριθµος διαγραφής ενός στοιχείου (κόµβου)

παρουσιάζεται στο επόµενο πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 5.4 (T-

DIAGRAFH).

Στον αλγόριθµο καταρχήν εκτελείται η βασική αναζήτηση (βήµα 1) για

την εύρεση τού προς διαγραφή κόµβου. Αν δε βρεθεί (βήµα 2), τότε επι-
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.4: ∆IAΓPAΦH ΣE ∆YA∆IKO ∆ENTPO

Είσοδος: Ένας δείκτης (R) στη ρίζα ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης και ένας δείκτης (Ρ) στον

προς διαγραφή κόµβο (στοιχείο).

Έξοδος: Εξωτερικά επιστρέφει αντίστοιχο µήνυµα όταν το στοιχείο δεν υπάρχει, αλλιώς τίποτα.

Εσωτερικά γίνεται διαγραφή του κόµβου από το δέντρο όταν το στοιχείο υπάρχει.

Τ-DIAGRAFH(R, P)

1 T-BASIKH-ANAZHTHSH(R, P) {Βασική αναζήτηση}

2 if EURESH = FALSE {Έλεγχος ύπαρξης}

3 then print �ΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ� {Μήνυµα ανυπαρξίας}

4 else if (ADEIKTHS(KOMBOS(PX)) = NIL) and

(DDEIKTHS(KOMBOS(PX)) = NIL) {Έλεγχος παιδιών}

5 then T-DIAGRAFH-B(R, PX, PXG) {Κλήση µερικού αλγορίθµου}

6 else T-DIAGRAFH-A(R, PX, PXG) {Κλήση µερικού  αλγορίθµου}

endif

endif

5.3.5 ¶ÔÏ˘ÏÔÎfiÙËÙ·

Η πολυπλοκότητα των πράξεων σε δυαδικά δέντρα αναζήτησης εξαρ-
τάται βασικά από την πολυπλοκότητα της αναζήτησης, όπως εύκολα
µπορεί να διακρίνει κανείς εξετάζοντας τους αλγορίθµους εισαγωγής
και διαγραφής στοιχείου.

∆εδοµένου ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης ύψους h, η αναζήτηση
ενός στοιχείου, στη χειρότερη περίπτωση, δηλαδή σε περίπτωση απο-
τυχίας ή επιτυχίας όπου το στοιχείο βρίσκεται σε φύλλο του τελευταί-
ου επιπέδου, απαιτεί τόσες συγκρίσεις όσες το ύψος του δέντρου συν
µία (Αλγόριθµος 5.2α). Το ύψος ενός δυαδικού δέντρου αναζήτησης µε
n στοιχεία εξαρτάται από τον τρόπο δηµιουργίας του, δηλαδή από τη
σειρά µε την οποία εισάγονται τα στοιχεία του κατά τη δηµιουργία του.
Έτσι, για n στοιχεία µπορούµε να δηµιουργήσουµε n! διαφορετικά

στρέφει αντίστοιχο µήνυµα (βήµα 3). Αν βρεθεί, τότε εξετάζεται ο αριθ-

µός των παιδιών του. Αν έχει δύο παιδιά (βήµα 4), τότε καλείται ο µερικός

αλγόριθµος 5.4β (βήµα 5), αλλιώς ο µερικός αλγόριθµος 5.4α (βήµα 6).



δέντρα, όσοι δηλαδή και οι συνδυασµοί των n στοιχείων ανά n, τα
οποία έχουν, εν γένει, διαφορετικά ύψη. Μια ακραία περίπτωση είναι
όλα τα στοιχεία να τοποθετηθούν έτσι ώστε να έχουµε ένα δέντρο µε
ένα µονοπάτι, όπου, π.χ., κάθε κόµβος είναι αριστερό παιδί του προη-
γουµένου. Στην περίπτωση αυτή το ύψος του δέντρου είναι ίσο µε τον
αριθµό των στοιχείων (κόµβων) n. Η άλλη ακραία περίπτωση είναι να
είναι ένα πλήρες δέντρο, οπότε ισχύει η σχέση για το κάτω όριο της
Υποενότητας «5.2.1 Ορισµοί και Αναπαράσταση». Έτσι είναι

log(n + 1) - 1 £  h £  n

και, εποµένως, ο απαιτούµενος αριθµός συγκρίσεων C(n) περιορίζε-
ται από τη σχέση

log(n+1) £  C(n) £  n+1.

Ένα «καλό» δέντρο είναι αυτό στο οποίο το C(n) είναι κοντά στο αρι-
στερό άκρο της ανισότητας, άρα η πολυπλοκότητα χειρότερης περί-
πτωσης της αναζήτησης για ένα «καλό» δέντρο θα είναι f(n) = O(logn),
ενώ για ένα «κακό» δέντρο, δηλαδή για C(n) κοντά στο δεξιό άκρο
της ανισότητας, θα είναι f(n) = O(n). Αποδεικνύεται δε ότι και για ένα
«µέσο» δέντρο η πολυπλοκότητα είναι f(n) = O(logn).

Συγκρίνοντας ένα δυαδικό δέντρο µε έναν πίνακα n στοιχείων, διαπι-
στώνουµε ότι έχουν την ίδια πολυπλοκότητα αναζήτησης, αλλά η εισα-
γωγή και διαγραφή στοιχείου στην περίπτωση του πίνακα έχουν µεγα-
λύτερη πολυπλοκότητα, λόγω των απαιτούµενων µετακινήσεων.
Συγκρίνοντάς το µε µια συνδεδεµένη λίστα n κόµβων, διαπιστώνου-
µε ότι έχουν το ίδιο εύκολη διαγραφή και εισαγωγή στοιχείων, αλλά
η αναζήτηση σε µια συνδεδεµένη λίστα έχει πολυπλοκότητα f(n) =
O(n), δηλαδή µεγαλύτερης τάξης. Από αυτές τις συγκρίσεις φαίνεται
καθαρά πόσο πλεονεκτικότερη δοµή είναι, εν γένει, το δυαδικό δέντρο
αναζήτησης σε σχέση µε τον πίνακα και τη λίστα.
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Υποθέστε ότι έχουµε την ακόλουθη λίστα από γράµµατα: Ι, Ρ, ∆, Θ,

Τ, Ε, Μ, Η, Π, Α, Κ, Σ.

α) Χρησιµοποιώντας τη λογική του αλγορίθµου εισαγωγής, σχηµα-

τίστε το δυαδικό δέντρο αναζήτησης που θα προκύψει, µε στοι-

χεία (κόµβους) τα γράµµατα της λίστας, αν τα στοιχεία εισάγονται

µε την παραπάνω σειρά. 

β) Εφαρµόστε τη λογική του αλγορίθµου διαγραφής για να διαγρά-

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.2
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ψετε το στοιχείο (κόµβο) �∆� και σχεδιάστε το δέντρο που θα προ-

κύψει, αφού περιγράψετε τις µεταβολές που έγιναν.

Σηµειώστε ότι οι αλφαβητικοί χαρακτήρες είναι διατάξιµοι σύµφω-

να µε τη σειρά τους στην αλφάβητο.

5.4 ¢¤ÓÙÚ· 

5.4.1 OÚÈÛÌfi˜ Î·È ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË

Στην υποενότητα αυτή θα ασχοληθούµε µε έναν άλλο τύπο δυαδικού

δέντρου, το δέντρο-σωρός (heap tree) ή απλώς σωρός (heap). Ο σωρός

χρησιµοποιείται σ� ένα γνωστό αλγόριθµο διάταξης, που λέγεται διά-

ταξη σωρού (heapsort), µε τον οποίο θα ασχοληθούµε στο επόµενο

κεφάλαιο. Όπως και στα δυαδικά δέντρα αναζήτησης, έτσι και στους

σωρούς ο τύπος των στοιχείων τους πρέπει να τέτοιος ώστε τα στοι-

χεία να είναι διατάξιµα. �

� Ένα δέντρο-σωρός ή

απλώς σωρός είναι ένα πλή-

ρες δυαδικό δέντρο µε δια-

τεταγµένους τους κόµβους

του, έτσι ώστε η τιµή του

στοιχείου κάθε κόµβου, να

είναι µεγαλύτερη ή ίση από

τις τιµές των στοιχείων των

παιδιών του.

4652

7

24

48

74

18

96

65

N1

N2
N3

N7N6N5N4

N8 N9 N10

Στη βιβλιογραφία συναντάται µερικές φορές η διάκριση µεταξύ σωρού

µεγίστων (maxheap) και σωρού ελαχίστων (minheap). Ο σωρός µεγί-

στων ορίζεται όπως ορίσαµε το σωρό παραπάνω, ενώ ο σωρός ελαχί-

στων ορίζεται κατ� αντίστοιχο τρόπο, δηλαδή το στοιχείο κάθε κόµ-

βου είναι µικρότερο από τα στοιχεία των παιδιών του. Εδώ δε θα ακο-

λουθήσουµε αυτή τη διάκριση.

Το δέντρο που απεικονίζεται στο Σχήµα 5.7 είναι ένα δέντρο-σωρός

µε στοιχεία ακέραιους αριθµούς. Αυτό συνάγεται, πρώτον, από το

γεγονός ότι είναι ένα πλήρες δέντρο (για την έννοια του πλήρους

δέντρου ανατρέξτε στην Υποενότητα 5.2.1 Ορισµοί και Αναπαράστα-

™¯‹Ì· 5.7

Ένα δέντρο-σωρός µε στοιχεία

ακέραιους αριθµούς



ση). ∆εύτερον, από το γεγονός ότι το στοιχείο κάθε κόµβου (π.χ. του

�65�) είναι µεγαλύτερο ή ίσο από τα στοιχεία των παιδιών του (�52�

και �18�).

Για την υλοποίηση ενός σωρού θα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια

τη συνεχόµενη αναπαράσταση ενός δέντρου (ανατρέξτε στην Υποε-

νότητα «5.2.1 Ορισµοί και Αναπαράσταση»), διότι είναι πλεονεκτι-

κότερη της συνδεδεµένης για τις πράξεις που αφορούν τους σωρούς.

1 3 9¢ E N T PA

5.4.2 EÈÛ·ÁˆÁ‹

Η εισαγωγή ενός στοιχείου σε ένα σωρό απαιτεί αναδιάταξη των κόµ-

βων. Η διαδικασία που ακολουθείται είναι η εξής:

(1) Τοποθετούµε το προς εισαγωγή στοιχείο (κόµβο) στο τέλος του

δέντρου έτσι ώστε να εξακολουθεί να είναι ένα πλήρες δέντρο, αλλά

όχι απαραίτητα και σωρός.

(2) Μετακινούµε το στοιχείο (κόµβο) προς τη ρίζα του δέντρου και το

τοποθετούµε σε θέση ώστε να δηµιουργείται σωρός, δηλαδή ο γονέ-

ας του να έχει µεγαλύτερη τιµή.

Εισαγωγή στοιχείου σε δέντρο-σωρό

Θεωρούµε το δέντρο-σωρός του Σχήµατος 5.7, στο οποίο θέλουµε να

εισαγάγουµε το στοιχείο �72�. Η διαδικασία εισαγωγής απεικονίζεται

γραφικά στα παρακάτω σχήµατα (α), (β) και (γ), καθώς και στις αντί-

στοιχες αναπαραστάσεις του πίνακα που αντιπροσωπεύει το δέντρο.

Στο (α) το στοιχείο τοποθετείται στο τέλος του δέντρου (πίνακα). Επει-

δή 72 > 18, το �72�αλλάζει θέση µε το γονέα του (�18�) (Απεικονίσεις

β). Επειδή και πάλι 72 > 65, µετακινείται στη θέση του γονέα του

(�65�) (Απεικονίσεις γ). Εκεί τελικά και τοποθετείται, διότι 72 < 74.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.2
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Ο αλγόριθµος που υλοποιεί την παραπάνω διαδικασία παρουσιάζεται

στο παρακάτω πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 5.5 (H-EISAGWGH).

Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιούνται τρεις βοηθητικές µεταβλητές,

οι Ρ, G και THESH. Οι µεταβλητές P και G είναι δύο δείκτες που αντι-

προσωπεύουν ο µεν πρώτος την τρέχουσα θέση του µετακινούµενου

στοιχείου στον πίνακα, ο δε δεύτερος τη θέση του γονέα του. Η ΤHESH

είναι µια λογική µεταβλητή που γίνεται αληθής στην περίπτωση που

βρεθεί θέση, πλην της ρίζας, για την τοποθέτηση του στοιχείου.

Στο πρώτο βήµα του αλγορίθµου γίνεται αρχικοποίηση των µεταβλη-

τών. Σηµειώστε εδώ ότι το µέγεθος του πίνακα είναι, εν γένει, µεγα-

λύτερο από Ν, που αντιπροσωπεύει το µέγεθος του δέντρου (ανα-

τρέξτε στην Υποενότητα 5.2.1 Ορισµοί και Αναπαράσταση, τµήµα

Συνεχόµενη Αναπαράσταση). Η αύξηση του Ν κατά ένα υλοποιεί

ουσιαστικά την προσθήκη του στοιχείου στο τέλος του πίνακα

(δέντρου). Στη συνέχεια, η διάταξη while (βήµατα 2-6) υλοποιεί τη

52

74

18

9

65

52

74

72

72

189

65

52

74

72

189

65

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

H 74 65 48 52 18 24 46 6 7 729

H 74 65 48 52 1824 46 6 772 9

H 74 6548 52 1824 46 6 772 9

(α)

(β)

(γ)

[11/2] = 5

[5/2] = 2

(α) (β) (γ)



µετακίνηση του στοιχείου προς τη ρίζα. Η µετακίνηση γίνεται µε το

να παίρνει κάθε φορά το στοιχείο τη θέση του γονέα του (βήµα 6). Η

µετακίνηση σταµατά (βήµα 2) όταν το στοιχείο βρεθεί σε θέση που

είναι µεγαλύτερο από τα παιδιά του (διάταξη if, βήµατα 4-5). Τέλος,

µε µια διάταξη if ανιχνεύεται αν βρέθηκε θέση για το στοιχείο (βήµα

7). Αν δε βρέθηκε, τότε τοποθετείται στη ρίζα (βήµα 8).
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.5: EIΣAΓΩΓH ΣE ΣΩPO

Είσοδος: Ένας πίνακας (Η) που αναπαριστά το δέντρο-σωρό, ο αριθµός κόµβων του δέντρου (Ν) και

το προς εισαγωγή στοιχείο (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται εισαγωγή του στοιχείου στο δέντρο.

H-EISAGWGH(H, N, X)

1 N ¨̈ N+1, P ¨̈ N, THESH ¨̈ FALSE {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while (P<1) and (not THESH) {Συνθήκη επανάληψης}

3 G ¨̈ [P/2] {Ενηµέρωση γονέα}

4 if X £ H[G] {Έλεγχος σωστής θέσης}

5 then H[P] ¨̈X, THESH ¨̈ TRUE {Τοποθέτηση στοιχείου}

endif

6 H[P] ¨̈ H[G], P ¨̈ G {Εναλλαγή στοιχείου-γονέα}

endwhile

7 if THESH=FALSE {Έλεγχος αποτελέσµατος}

8 then H[1] ¨̈X {Τοποθέτηση στη ρίζα}

endif

5.4.3 ¢È·ÁÚ·Ê‹

Αυτό που µας ενδιαφέρει στην πράξη διαγραφής ενός στοιχείου (κόµ-
βου) από ένα σωρό είναι η περίπτωση διαγραφής της ρίζας του, διότι
αυτό χρειάζεται και στον αλγόριθµο διάταξης σωρού. Η διαδικασία
αυτή έχει ως εξής:

(1) Κρατάµε τη ρίζα σε µια µεταβλητή,

(2) Αντικαθιστούµε τη ρίζα µε το τελευταίο στοιχείο (κόµβο) του
δέντρου, έτσι ώστε το δέντρο να παραµείνει πλήρες, όχι όµως απα-
ραίτητα σωρός,
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(3) Μετακινούµε το στοιχείο (κόµβο) προς τα κάτω µέχρις ότου τοπο-
θετηθεί στην κατάλληλη θέση, έτσι ώστε να δηµιουργηθεί σωρός.

∆ιαγραφή ρίζας σωρού

Θεωρούµε το δέντρο-σωρό του Σχήµατος 5.8, από το οποίο θέλουµε
να διαγράψουµε τη ρίζα του. Η διαδικασία διαγραφής απεικονίζεται
στα παρακάτω σχήµατα (όπου χάρη οικονοµίας χώρου χρησιµοποιεί-
ται µέρος του δέντρου).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.3
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(β)
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9
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(δ)

52

9

65

6 7
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(γ)

Στο (α) γίνεται διαγραφή της ρίζας και διαγραφή και µεταφορά του

τελευταίου στοιχείου (κόµβου), δηλαδή του �9�, στη θέση της ρίζας

(�74�), οπότε καταλήγουµε στο δέντρο του Σχήµατος (β). Επειδή 65 >

48 (ο κόµβος �48� δε φαίνεται στο σχήµα) και 9 < 65, απαιτείται εναλ-

λαγή των �9� και �65�. Έτσι, καταλήγουµε στο Σχήµα (γ). Τώρα, επει-

δή 52 > 18 και 9 < 52, απαιτείται νέα εναλλαγή, των �9� και �52� αυτή

τη φορά. Έτσι, καταλήγουµε στο (δ), όπου 9 > 6 και 9 > 7, οπότε αυτή

είναι και η τελική θέση του �9�.



Ο αλγόριθµος που υλοποιεί τη διαδικασία αυτή παρουσιάζεται στο

παρακάτω πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 5.6 (H-DIAGRAFH).

Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιούµε πέντε βοηθητικές µεταβλητές,

τέσσερις ακέραιες (P, Ζ, AD, DD) και µια λογική (SUCCESS). Η Ρ

περιέχει την τρέχουσα θέση του µετακινούµενου (τελευταίου) στοι-

χείου, ενώ η Ζ το ίδιο το στοιχείο. Οι AD και DD περιέχουν τις θέσεις

του αριστερού και δεξιού παιδιού, αντίστοιχα, του στοιχείου στην τρέ-

χουσα θέση Ρ. Η SUCCESS γίνεται αληθής, όταν βρεθεί κατάλληλη

θέση για το µετακινούµενο στοιχείο.

Καταρχήν γίνεται αποθήκευση της ρίζας του σωρού στη µεταβλητή

Χ, του τελευταίου στοιχείου στη Ζ και ελάττωση του µεγέθους του

δέντρου κατά ένα (σύνθετο βήµα 1), δηλαδή γίνεται διαγραφή της

ρίζας και του τελευταίου στοιχείου του σωρού. Στη συνέχεια γίνεται

αρχικοποίηση των µεταβλητών P, AD, DD και SUCCESS (βήµα 2).

Κατόπιν ξεκινά το κυρίως µέρος του αλγορίθµου, που είναι µια διά-

ταξη επανάληψης while (βήµατα 3-9). Η διάταξη επανάληψης περιέ-

χει βασικά ένα σύνθετο if (βήµατα 4-8). Το πρώτο τµήµα του (βήµα-

τα 4-5) αποτελεί έλεγχο της συνθήκης τερµατισµού, αν δηλαδή η τρέ-

χουσα θέση είναι τέτοια που το µετακινούµενο στοιχείο είναι µεγα-

λύτερο ή ίσο από τα παιδιά του (βήµα 4), οπότε τοποθετείται εκεί και

ενηµερώνεται και η λογική µεταβλητή (βήµα 5). Το δεύτερο τµήµα

της σύνθετης διάταξης if (βήµατα 6-8) αφορά τη µετακίνηση του στοι-

χείου, αφού η παρούσα θέση του δεν είναι η κατάλληλη. Ανάλογα µε

το ποιο από τα τρέχοντα παιδιά είναι µεγαλύτερο (το αριστερό ή το

δεξιό, βήµα 6), γίνεται η µετακίνηση του στοιχείου και ενηµερώνεται

και ο δείκτης Ρ (βήµα 7 ή 8). Στο βήµα 9 γίνεται επανυπολογισµός των

AD και DD πριν από την επόµενη επανάληψη (µετακίνηση). Οι επα-

ναλήψεις τερµατίζονται είτε όταν βρεθεί η κατάλληλη θέση για το

µετακινούµενο στοιχείο είτε όταν η τιµή του δείκτη ΑD γίνει ίση ή

µεγαλύτερη του Ν. Αν συµβαίνει το δεύτερο, ξεχωρίζουµε την περί-

πτωση να είναι AD = Ν, δηλαδή όταν το µετακινούµενο στοιχείο είναι

γονέας του εναποµείναντος ενός στοιχείου, οπότε, αν ταυτόχρονα είναι

και µικρότερο του εναποµείναντος στοιχείου (βήµα 10), γίνεται εναλ-

λαγή των στοιχείων αυτών (βήµα 11). Αλλιώς, το µετακινούµενο στοι-

χείο τοποθετείται στην τρέχουσα θέση του δείκτη Ρ (βήµα 12).
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(α) Ελέγξτε αν το παρακάτω δέντρο είναι ένα δέντρο-σωρός και

δώστε τη συνεχόµενη αναπαράστασή του.

(β) Περιγράψτε τις αλλαγές που γίνονται στο δέντρο κατά τη διαδι-

κασία της εισαγωγής του στοιχείου �75�.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 5.6: ∆IAΓPAΦH ΣE ΣΩPO

Είσοδος: Ένας πίνακας (Η) που αναπαριστά το δέντρο-σωρό, ο αριθµός κόµβων του δέντρου (Ν).

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται διαγραφή της ρίζας του δέντρου που

καταχωρίζεται σε µια µεταβλητή (Χ).

H-DIAGRAFH(H, N)

1 X ¨̈ H[1], Ζ ¨̈ H[N], N ¨̈ N-1 {∆ιαγραφή ρίζας και στοιχείου}

2 P ¨̈ 1, AD ¨̈ 2, DD ¨̈ 3, SUCCESS ¨̈ FALSE {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

3 while (AD < Ν) and (not SUCCESS) {Συνθήκη επανάληψης}

4 if (Ζ ≥ H[AD]) and (Ζ ≥ H[DD]) {Έλεγχος σωστής θέσης}

5 then H[P] ¨̈Ζ, SUCCESS ¨̈ TRUE {Τοποθέτηση στοιχείου}

6 else if H[DD] ¨̈ H[AD] {Έλεγχος µεγαλύτερου παιδιού}

7 then H[P] ¨̈ H[AD], P ¨̈ AD {Μετακίνηση αριστερά}

8 else H[P] ¨̈ H[DD], P ¨̈ DD {Μετακίνηση δεξιά}

endif

endif

9 AD ¨̈ 2*P, DD ¨̈ 2*P+1 {Ενηµέρωση δεικτών}

endwhile

10 if (AD = N) and (Z < H[AD]) {Έλεγχος ακραίας περίπτωσης}

11 then H[P] ¨̈ H[AD], P ¨̈ AD {Εναλλαγή στοιχείων}

12 H[P] ¨̈ Ζ

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.3

93

84 73

69 74 38 52

13 51 12 2048



5.5 AÏÏÂ˜ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜ ‰ÂÓÙÚÒÓ

Όπως αναφέραµε στην Υποενότητα «5.3.5 Πολυπλοκότητα», η πολυ-

πλοκότητα αναζήτησης ενός στοιχείου σ� ένα δυαδικό δέντρο αναζή-

τησης εξαρτάται από το ύψος του, το οποίο µε τη σειρά του εξαρτά-

ται από τον τρόπο κατασκευής του δέντρου. Αυτό σηµαίνει ότι, αν

κατασκευάσουµε ένα δέντρο του οποίου οι τερµατικοί κόµβοι έχουν

µεγάλες διαφορές βάθους, τότε δηµιουργούµε δέντρο µε µεγάλο ύψος.

Αντίθετα, αν οι τερµατικοί κόµβοι δεν έχουν µεγάλες διαφορές βάθους,

τότε δηµιουργούµε δέντρο µε µικρό ύψος. Στη δεύτερη περίπτωση, τα

δέντρα που δηµιουργούνται ονοµάζονται ισοζυγισµένα δέντρα

(balanced trees). Τα ισοζυγισµένα δέντρα εγγυώνται πολυπλοκότητα

f(n) = O(logn). ∆ιακρίνουµε δύο κατηγορίες ισοζυγισµένων δέντρων:

τα υψοζυγισµένα δέντρα ή ισοζυγισµένα δέντρα κατά ύψος (height

balanced trees) και τα βαροζυγισµένα δέντρα ή ισοζυγισµένα δέντρα

κατά βάρος (weight balanced trees).

5.5.1 À„Ô˙˘ÁÈÛÌ¤Ó· ‰¤ÓÙÚ·

Τα υψοζυγισµένα δέντρα κατασκευάζονται έτσι ώστε τα ύψη των υπο-

δέντρων κάθε κόµβου να µη διαφέρουν πολύ µεταξύ τους. Βέβαια, η

αρχική αυτή ισορροπία διαταράσσεται µε κάθε πράξη εισαγωγής ή

διαγραφής, οπότε απαιτείται επαναζύγιση (rebalance) του δέντρου.

∆ύο βασικές πράξεις που χρησιµοποιούνται σε τέτοια δέντρα για επα-

ναζύγιση είναι η απλή περιστροφή (single rotation) και η διπλή περι-

στροφή (double rotation).

Εκπρόσωποι της κατηγορίας των υψοζυγισµένων δυαδικών δέντρων

είναι τα δέντρα AVL (AVL trees) και τα κόκκινα-µαύρα δέντρα (red-

black trees). Τα δέντρα AVL, πήραν το όνοµά τους από τα αρχικά των

ονοµάτων των δύο Ρώσων µαθηµατικών που τα εισήγαγαν (Adelson-

Velskii και Landis). Η βασική ιδέα ήταν η δηµιουργία δέντρων που να

είναι σχεδόν ισοζυγισµένα (almost balanced) και όχι πλήρως ή τέλεια

ισοζυγισµένα (completely ή perfectly balanced). Έτσι, ένα δυαδικό

δέντρο είναι δέντρο AVL, αν για κάθε κόµβο του ισχύει ότι τα ύψη του

αριστερού και του δεξιού του υποδέντρου είναι είτε ίσα είτε διαφέρουν

κατά ένα (1). Σε κάθε κόµβο, εποµένως, αποθηκεύεται µια πρόσθετη

πληροφορία (πληροφορία ζύγισης) για τη διαφορά ύψους µεταξύ αρι-

στερού και δεξιού υποδέντρου, η οποία µπορεί να είναι �1, 0 ή 1.
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Στα κόκκινα-µαύρα δέντρα, οι κόµβοι διακρίνονται σε κόκκινους και

µαύρους. Η ρίζα και οι τερµατικοί κόµβοι (φύλλα) είναι µαύροι κόµ-

βοι, ενώ οι εσωτερικοί κόµβοι είναι µαύροι ή κόκκινοι, µε βάση τούς

εξής κανόνες: (α) Mεταξύ δύο κόκκινων κόµβων παρεµβάλλεται του-

λάχιστον ένας µαύρος και (β) όλες οι διαδροµές από τη ρίζα σε κάποι-

ον τερµατικό κόµβο περιέχει τον ίδιο αριθµό µαύρων κόµβων. Μ�αυτό

τον τρόπο επιτυγχάνεται ο λόγος της µεγαλύτερης προς τη µικρότερη

διαδροµή να είναι το πολύ δύο (2). Σε κάθε κόµβο η πληροφορία ζύγι-

σης είναι ένα ψηφίο (0 ή 1), που παριστάνει το χρώµα του κόµβου.

5.5.2 µ·ÚÔ˙˘ÁÈÛÌ¤Ó· ‰¤ÓÙÚ·

Τα βαροζυγισµένα δέντρα προσπαθούν να έχουν υποδέντρα περίπου

ίσου βάρους, δηλαδή ίδιου αριθµού κόµβων. Χρησιµοποιούν και αυτά

την απλή και διπλή περιστροφή ως βασικές πράξεις επαναζύγισης,

όπως και τα υψοζυγισµένα δέντρα. Βασικός εκπρόσωπος της κατηγο-

ρίας αυτής είναι τα δέντρα ΒΒ[a].

™‡ÓÔ„Ë

Τα δέντρα είναι από τις σπουδαιότερες ανώτερες δοµές δεδοµένων.

Ένα δέντρο αποτελείται από κόµβους και ακµές που συνδέουν τους

κόµβους έτσι ώστε γραφικά η δοµή να µπορεί να παρασταθεί σαν ένα

δέντρο. Ο κόµβος της κορυφής, από τον οποίο µόνο ξεκινούν ακµές,

ονοµάζεται ρίζα. Οι κόµβοι στη βάση, στους οποίους µόνο καταλή-

γουν ακµές, ονοµάζονται τερµατικοί κόµβοι ή φύλλα. Όλοι οι υπό-

λοιποι ονοµάζονται εσωτερικοί κόµβοι. Κάθε κόµβος έχει κανένα,

έναν ή περισσότερους κόµβους παιδιά. Επίσης, κάθε κόµβος (πλην

της ρίζας) έχει έναν κόµβο γονέα. Τέλος, σε κάθε κόµβο θεωρούµε-

νο ως ρίζα διακρίνουµε δύο υποδέντρα, το αριστερό υποδέντρο και

το δεξιό υποδέντρο. Το κενό δέντρο είναι ένα δέντρο χωρίς καθόλου

κόµβους.

Τα δυαδικά δέντρα είναι τα πιο συχνά χρησιµοποιούµενα δέντρα,

διότι συνδυάζουν απλότητα κατασκευής και χειρισµού µε υψηλή

αποδοτικότητα. Σ� ένα δυαδικό δέντρο κάθε κόµβος έχει το πολύ δύο

παιδιά. Ένα δυαδικό δέντρο µπορεί να αναπαρασταθεί είτε µε συνε-

χόµενη, µέσω πίνακα, είτε µε συνδεδεµένη, µέσω συνδέσµων, ανα-



παράσταση. Η πράξη που µας ενδιαφέρει σ� ένα απλό δυαδικό δέντρο

είναι η διαπέραση, που µπορεί να γίνει µε τρεις τρόπους: προδιατε-

ταγµένη, ενδοδιατεταγµένη και µεταδιατεταγµένη διαπέραση, που

διαφέρουν µεταξύ τους ως προς τη σειρά επίσκεψης της ρίζας και

των δύο υποδέντρων του δέντρου.

Η σπουδαιότερη κατηγορία δέντρων όµως είναι τα δυαδικά δέντρα

αναζήτησης. Στις περισσότερες περιπτώσεις έχουν πολυπλοκότητα 

f(n) = O(logn) και για τις τρεις βασικές πράξεις (αναζήτηση, εισα-

γωγή και διαγραφή), σε αντίθεση µε τους πίνακες και τις λίστες. Σ�

ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης το στοιχείο κάθε κόµβου είναι µεγα-

λύτερο από τα στοιχεία του αριστερού υποδέντρου και µικρότερο

από αυτά του δεξιού. Συνήθως χρησιµοποιείται η συνδεδεµένη ανα-

παράσταση για την υλοποίηση ενός τέτοιου δέντρου.

Μια άλλη σηµαντική κατηγορία δέντρων είναι οι σωροί. Σ� ένα

δέντρο-σωρό το στοιχείο κάθε κόµβου είναι µεγαλύτερο από τα

στοιχεία των παιδιών του. Οι σωροί είναι δοµές που χρησιµοποιού-

νται σ� ένα γνωστό αλγόριθµο διάταξης, τη διάταξη σωρού. Συνή-

θως χρησιµοποιείται η συνεχόµενη αναπαράσταση για την υλοποί-

ηση ενός σωρού. Οι σωροί και τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης είναι

διατεταγµένα δέντρα, και γι� αυτό τα στοιχεία τους πρέπει να είναι

διατάξιµα.

Το µειονέκτηµα των δυαδικών δέντρων αναζήτησης είναι ότι δεν εξα-

σφαλίζουν καλή πολυπλοκότητα σε όλες τις περιπτώσεις. Το µειονέ-

κτηµα αυτό προέρχεται από το γεγονός ότι δεν εξασφαλίζουν όλα

µικρό ύψος δέντρου, από το οποίο εξαρτάται η πολυπλοκότητα χρό-

νου. Το µειονέκτηµα αυτό έρχονται να εξαλείψουν τα ισοζυγισµένα

δέντρα, τα οποία καταφέρνουν να εξασφαλίζουν µικρό ύψος και,

εποµένως, χαµηλή πολυπλοκότητα. Η πιο σηµαντική υποκατηγορία

αυτών των δέντρων είναι τα υψοζυγισµένα, που διατηρούν τη δια-

φορά ύψους των υποδέντρων κάθε κόµβου πολύ µικρή. Ένα παρά-

δειγµα είναι τα δέντρα AVL, στα οποία αυτή η διαφορά είναι το πολύ

ένα. Μια άλλη υποκατηγορία είναι τα βαροζυγισµένα δέντρα, που

διατηρούν µικρή τη διαφορά «βάρους», δηλαδή τον αριθµό των κόµ-

βων, µεταξύ των δύο υποδέντρων κάθε κόµβου.
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Oδηγός για περαιτέρω µελέτη

1. Ι. Μανωλόπουλος, ∆οµές ∆εδοµένων, τόµ. Α', ART of TEXT, 2η

έκδοση, 1992.

Στο κεφάλαιο 5 του βιβλίου µε τίτλο «Ισοζυγισµένα ∆έντρα» γίνε-

ται µια παρουσίαση των διαφόρων κατηγοριών και τύπων ισοζυ-

γισµένων δέντρων, µεταξύ των οποίων και τα δέντρα AVL.

2. Α. Τσακαλίδης, ∆οµές ∆εδοµένων, Πανεπιστηµιακές Παραδόσεις,

Τµήµα Μηχανικών Η/Υ& Πληροφορικής, Πανεπιστήµιο Πατρών,

1994.

Στην Υποενότητα «4.2.1 Ισοζυγισµένα δέντρα» του βιβλίου υπάρ-

χει µια σχετικά συνοπτική περιγραφή για δέντρα AVL, για κόκκι-

να-µαύρα δέντρα και για δέντρα BB[a]. Επίσης, στην Προσθήκη 1

του βιβλίου υπάρχει µια εκτενής αναφορά στα δέντρα ΒΒ, που

είναι µια παραλλαγή των κόκκινων-µαύρων δέντρων.

3. T. H. Cormen, C. E. Leiserson και R. L. Rivest, Introduction to

Algorithms, McGraw-Hill, 1996 (ανατύπωση).

Στο κεφάλαιο 14 µε τίτλο «Red-Black Trees» υπάρχει µια εκτενής

αναφορά στα κόκκινα-µαύρα δέντρα.

4. T. A. Standish, Data Structures, Algorithm and Software Principles,

Addison-Wesley, 1994.

Στην Ενότητα «9.7 Binary Search Trees» στο τµήµα «Analyzing

Performance Characteristics» µπορείτε να βρείτε µια καλή ανάλυ-

ση της πολυπλοκότητας της αναζήτησης σε δυαδικά δέντρα ανα-

ζήτησης. Επίσης, στην Ενότητα «AVL Trees and Their

Performance» υπάρχει µια εκτενής αναφορά σε δέντρα AVL, καθώς

και ανάλυση της αποδοτικότητάς τους.

5. M. A. Weis, Data Structures and Algorithm Analysis, Benjamin/

Cummings, 2nd Edition, 1995.

Στο Κεφάλαιο 4 µε τίτλο «Trees» µπορείτε να βρείτε πρακτικούς

αλγορίθµους σε Pascal που σχετίζονται µε τα δυαδικά δέντρα. Ιδι-

αίτερα στην Ενότητα «4.4 AVL Trees» υπάρχει εκτενής αναφορά

για τα δέντρα AVL.
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Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται µερικές από τις µεθόδους διάτα-

ξης στοιχείων. Η παρουσίαση αφορά τη βασική ιδέα, τον αλγόριθµο

και την πολυπλοκότητα της κάθε µεθόδου.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ∞ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν θα έχετε µελετήσει το κεφάλαιο αυτό, θα είστε σε θέση να:

� σχεδιάζετε παραλλαγές των αλγόριθµων διάταξης,

� σχεδιάζετε συνδυασµούς των αλγόριθµων διάταξης,

� εφαρµόζετε τους αλγορίθµους διάταξης σε συγκεκριµένες ακολου-

θίες δεδοµένων.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

� Αλγόριθµος ∆ιάταξης

� Εσωτερική ∆ιάταξη

� Εξωτερική ∆ιάταξη

� Σύγκριση

� Εναλλαγή

� ∆ιάταξη Επιλογής

� Γρήγορη ∆ιάταξη

� Άξονας

� ∆ιαχωρισµός

� ∆ιάταξη Σωρού

∂ÓfiÙËÙÂ˜ ∫ÂÊ·Ï·›Ô˘ 6

6.1 Εισαγωγικές έννοιες

6.2 ∆ιάταξη επιλογής
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6.3 Γρήγορη διάταξη

6.4 ∆ιάταξη σωρού

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο κεφάλαιο αυτό ασχολούµαστε µε το πρόβληµα της διάταξης µιας

ακολουθίας στοιχείων, που είναι, µαζί µε την αναζήτηση, από τα θεµε-

λιώδη προβλήµατα στην επιστήµη των υπολογιστών. Το πρόβληµα (ή

την πράξη) της αναζήτησης το πραγµατευτήκαµε κατανεµηµένα στα

προηγούµενα κεφάλαια. Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουµε αποκλειστικά

το πρόβληµα (ή την πράξη) της διάταξης. Παρουσιάζουµε τρεις µεθό-

δους (αλγορίθµους) διάταξης, που θεωρούµε ότι είναι οι αντιπροσω-

πευτικότεροι.

Στην πρώτη ενότητα ορίζουµε το πρόβληµα της διάταξης, καθώς και

το πλαίσιο στο οποίο θα αναφερθούµε. Επίσης, αναφερόµαστε σε ορι-

σµένες εισαγωγικές έννοιες και συµβολισµούς απαραίτητους για τις

επόµενες ενότητες.

Στη δεύτερη ενότητα παρουσιάζουµε τη µέθοδο «διάταξη επιλογής»,

όσον αφορά τον αλγόριθµο, την εφαρµογή και την πολυπλοκότητά της.

Η διάταξη επιλογής είναι µια από τις απλούστερες, αλλά υπολογιστι-

κά ακριβότερες µεθόδους.

Στην τρίτη ενότητα παρουσιάζουµε ίσως τη δυσκολότερη από πλευράς

κατανόησης και την περισσότερο ερευνηθείσα µέθοδο, τη «γρήγορη διά-

ταξη». Στηρίζεται σε µια διαφορετική φιλοσοφία από αυτή της διάτα-

ξης επιλογής και είναι αποδοτικότερη στη µέση περίπτωση.

Τέλος, στην τέταρτη ενότητα εξετάζουµε την αποδοτικότερη µέθοδο

διάταξης, τη «διάταξη σωρού». Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιεί ένα

δέντρο, ένα σωρό, για να επιτύχει τη διάταξη των στοιχείων.

6.1 EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜

Το πρόβληµα της διάταξης ή ταξινόµησης (sorting) αναφέρεται στην

τακτοποίηση µιας δοθείσας ακολουθίας δεδοµένων µε κάποια ζητού-

µενη σειρά, αύξουσα ή φθίνουσα, προκειµένου περί αριθµητικών δεδο-

µένων, αλφαβητική ή αντίστροφα αλφαβητική, προκειµένου περί



αλφαβητικών χαρακτήρων. Τα δεδοµένα αυτά θεωρούµε ότι βρίσκο-

νται στην κύρια µνήµη του Η/Υ, τοποθετηµένα σε κάποιον πίνακα, και

ότι η ζητούµενη διάταξη είναι αύξουσα ή αλφαβητική σειρά. 

Εποµένως, το πρόβληµα της διάταξης n στοιχείων τίθεται ως εξής:

∆οθέντος ενός πίνακα Α µε n στοιχεία Α1, Α1, �, Αn, να αναδιαταχθούν

τα στοιχεία του έτσι ώστε: 

Α1 £  Α2 £ � £  Αn.

Συνήθως τα δεδοµένα που θέλουµε να διατάξουµε είναι εγγραφές που

είναι αποθηκευµένες σε πίνακες εγγραφών. Στην περίπτωση αυτή, η

διάταξη αφορά στα κλειδιά των εγγραφών.

Υπάρχουν αρκετοί µέθοδοι ή αλγόριθµοι διάταξης (sorting algorithms)

που δίνουν λύση στο παραπάνω πρόβληµα. Τέτοιοι είναι οι εξής:

� διάταξη φυσαλίδας (bubble sort)

� διάταξη εισαγωγής (insertion sort)

� διάταξη επιλογής (selection sort)

� γρήγορη διάταξη (quicksort)

� διάταξη συγχώνευσης (merge sort)

� διάταξη σωρού (heapsort)

� διάταξη ρίζας (radix sort)

Eπίσης υπάρχουν παραλλαγές τους. Oι αλγόριθµοι αυτοί χαρακτηρί-

ζονται ως αλγόριθµοι εσωτερικής διάταξης (internal sorting

algorithms), σε αντιδιαστολή µε τους αλγορίθµους εξωτερικής διάτα-

ξης (external sorting algorithms). Οι πρώτοι αναφέρονται στη διάτα-

ξη στοιχείων αποθηκευµένων (σε πίνακα) στην κύρια µνήµη του Η/Υ,

ενώ οι δεύτεροι στη διάταξη στοιχείων αποθηκευµένων (σε αρχεία)

στη δευτερεύουσα µνήµη του Η/Υ. Σ� αυτό το βιβλίο δε θα ασχολη-

θούµε µε αλγορίθµους εξωτερικής διάταξης. Από τους αλγορίθµους

εσωτερικής διάταξης θα παρουσιάσουµε τρεις: διάταξη επιλογής, γρή-

γορη διάταξη και διάταξη σωρού, ως τους αντιπροσωπευτικότερους.

Ένα ζήτηµα που ενδιαφέρει τους αλγορίθµους διάταξης, όπως και

οποιονδήποτε αλγόριθµο, είναι η πολυπλοκότητα χρόνου ως συνάρ-

τηση του αριθµού των προς διάταξη δεδοµένων (στοιχείων) (ανα-
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τρέξτε στην Ενότητα «1.3 Πολυπλοκότητα Αλγόριθµων» για βασικές

έννοιες σχετικές µε την πολυπλοκότητα αλγόριθµων). Στους αλγο-

ρίθµους διάταξης συναντάµε τις ακόλουθες βασικές υπολογιστικές

πράξεις:

(α) συγκρίσεις (comparisons), για τη σύγκριση δύο στοιχείων του

πίνακα,

(β) εναλλαγές ή αντιµεταθέσεις (interchanges), για την αµοιβαία αλλα-

γή των τιµών δύο στοιχείων του πίνακα,

(γ) καταχωρίσεις (assignments), για καταχώριση τιµών σε µεταβλητές

ή στοιχεία του πίνακα.

Στην πράξη, ως κριτήριο πολυπλοκότητας θεωρούνται κυρίως οι

συγκρίσεις και οι εναλλαγές, οπότε η πολυπλοκότητα είναι 

f(n) = C(n) + Ι(n), όπου C(n) ο αριθµός των συγκρίσεων και Ι(n) ο

αριθµός των εναλλαγών που πραγµατοποιούνται κατά την εκτέλεση

ενός αλγορίθµου. ∆εδοµένου όµως ότι ο αριθµός των εναλλαγών, αλλά

και των καταχωρίσεων, είναι συνήθως ανάλογος του αριθµού των

συγκρίσεων, για µια ποιοτική ανάλυση της πολυπλοκότητας είναι ικα-

νοποιητικό να θεωρούµε f(n) = C(n).

Επειδή στους αλγορίθµους που θα εξετάσουµε χρησιµοποιείται συχνά

η εναλλαγή στοιχείων, για λόγους απλούστερης παρουσίασης εισά-

γουµε το συµβολισµό �´́� για την αναπαράσταση της εναλλαγής.

Έτσι, µια εντολή της µορφής

A[I] ´́ A[J]

σηµαίνει την αµοιβαία αλλαγή τιµών µεταξύ των A[I] και A[J] και ισο-

δυναµεί µε τη σύνθετη εντολή

Y ¨̈ A[I], A[I] ¨̈ A[J], A[J] ¨̈ Y,

όπου Υ µια βοηθητική ή ενδιάµεση, όπως συνήθως αποκαλείται,

µεταβλητή.

6.2 ¢È¿Ù·ÍË ÂÈÏÔÁ‹˜

Ο αλγόριθµος για τη διάταξη επιλογής στηρίζεται στην παρακάτω

διαδικασία:

(1) Βρίσκουµε το µικρότερο στοιχείο του πίνακα και το τοποθετού-



µε ως πρώτο στοιχείο του, δηλαδή το εναλλάσσουµε µε το πρώτο

στοιχείο του πίνακα.

(2) Βρίσκουµε το µικρότερο στοιχείο του υποπίνακα που δεν περι-

λαµβάνει το πρώτο τοποθετηµένο στοιχείο, δηλαδή περιλαµβά-

νει τα υπόλοιπα n-1 στοιχεία του, και το τοποθετούµε ως δεύτε-

ρο στοιχείο του πίνακα.

(3) Βρίσκουµε το µικρότερο στοιχείο του υποπίνακα που δεν περι-

λαµβάνει τα δύο (2) πρώτα τοποθετηµένα στοιχεία, δηλαδή περι-

λαµβάνει τα υπόλοιπα n-2 στοιχεία, του πίνακα και το τοποθε-

τούµε ως τρίτο στοιχείο του πίνακα.

.

.

.

(n-1) Βρίσκουµε το µικρότερο στοιχείο του υποπίνακα που δεν περι-

λαµβάνει τα n-2 τοποθετηµένα στοιχεία, δηλαδή περιλαµβάνει

τα δύο (2) τελευταία στοιχεία, του πίνακα και το τοποθετούµε

ως το n-1 στοιχείο του.

Σύµφωνα µε τη διαδικασία αυτή, απαιτούνται n-1 περάσµατα του

πίνακα για την πλήρη διάταξή του. Σε κάθε πέρασµα τοποθετείται στη

σωστή θέση και ένα στοιχείο του πίνακα. Έτσι, το τελευταίο που µένει

είναι στη σωστή θέση.
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∆ιάταξη πίνακα µε επιλογή

Θεωρούµε έναν πίνακα Α που περιέχει τα στοιχεία 65, 42, 25, 85, 14,

56 και 33. Η εφαρµογή της διαδικασίας της διάταξης επιλογής απει-

κονίζεται στον παρακάτω πίνακα, όπου σε κάθε πέρασµα σηµειώνε-

ται σε κύκλο το µικρότερο στοιχείο που βρέθηκε και σε τετράγωνο το

στοιχείο µε το οποίο θα αλλάξουν θέση.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.1
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Επίσης, σε κάθε πέρασµα φαίνεται σκιασµένο το τµήµα του πίνακα

που είναι σε διάταξη και, εποµένως, το υπόλοιπο είναι ο υποπίνακας

του οποίου βρίσκουµε το µικρότερο στοιχείο. Έτσι, στο πέρασµα 1

είναι όλος ο πίνακας, στο πέρασµα 2 από το στοιχείο Α2 και πέρα, στο

πέρασµα 3 από το στοιχείο Α3 και πέρα κ.ο.κ.

Πέρασµα A1Q A2Q A3Q A4Q A5Q A6Q A7�

�

65Q 42Q 25Q 85Q 14Q 56Q 33�

14Q 42Q 25Q 85Q 65Q 56Q 33�

14� 25Q 42Q 85Q 65Q 56Q 33�

14� 25� 33� 85Q 65Q 56Q 42�

14� 25� 33� 42Q 65Q 56Q 85�

14� 25� 33� 42� 56Q 65Q 85�

14� 25� 33� 42� 56� 65� 85�

1�

2�

3�

4�

5�

6�

7

Όπως φαίνεται και από το παραπάνω παράδειγµα, για την υλοποίηση

του αλγορίθµου απαιτείται η υλοποίηση ενός µερικού αλγορίθµου που

θα βρίσκει σε κάθε πέρασµα το µικρότερο στοιχείο του αντίστοιχου

(υπο)πίνακα. Ο αλγόριθµος αυτός παρουσιάζεται στο επόµενο πλαί-

σιο, ως Αλγόριθµος 6.1α (MINSTOIXEIO). (Ο αλγόριθµος αυτός είναι

παρόµοιος µε τον Αλγόριθµο 1.1, που δόθηκε ως παράδειγµα στην

Υποενότητα «1.2.2 Περιγραφή της Γλώσσας», όπου και επεξηγείται.)



Ο αλγόριθµος για τη διάταξη επιλογής παρουσιάζεται στο παρακάτω

πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 6.1 (DIAT-EPILOGHS).
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 6.1α: EYPEΣH MIKPOTEPOY ΣTOIXEIOYΠINAKA

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α), ο δείκτης αρχής (ΝL) και ο δείκτης τέλους

(NU) του υπό εξέταση (υπο)πίνακα.

Έξοδος: Αποθηκεύονται η θέση (X) και η τιµή (MIN) του µικρότερου στοιχείου του (υπο)πίνακα

στις αντίστοιχες µεταβλητές.

MINSTOIXEIO(A, NL, NU)

1 X ¨̈ NL, MIN ¨̈ A[NL] {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 for I ¨̈ NL to NU {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 if MΙΝ > A[I] {Σύγκριση µε τη µικρότερη τιµή}

4 then X ¨̈ I, MIN ¨̈ A[I] {Ενηµέρωση των Χ και ΜΙΝ}

endif

endfor

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 6.1: ∆IATAΞH EΠIΛOΓHΣ

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α) και το πλήθος (Ν) των στοιχείων του.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα, εσωτερικά γίνεται διάταξη των στοιχείων του πίνακα

κατά αύξουσα σειρά.

DIAT-EPILOGHS(A, N)

1 for K ¨̈ 1 to N-1 {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

2 MΙΝSTOIXEIO (A, K, N) {Εύρεση µικρότερου στοιχείου}

3 A[K] ´́ A[X] {Εναλλαγή τιµών στοιχείων}

endfor

Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιούµε τη βοηθητική µεταβλητή Κ, που

αντιπροσωπεύει το δείκτη στο πρώτο στοιχείο του τρέχοντος υποπί-

νακα σε κάθε πέρασµα του πίνακα. Ο αλγόριθµος, που είναι πολύ

απλός στην υλοποίησή του, αποτελείται µόνο από µια διάταξη for

(βήµατα 1-3). Σε κάθε επανάληψη βρίσκεται το µικρότερο στοιχείο

του τρέχοντος υποπίνακα, µε κλήση του µερικού αλγορίθµου 6.1α

(MINSTOIXEIO) (βήµα 2). Ο δείκτης αρχής του υποπίνακα καθορί-

ζεται από την τιµή της µεταβλητής Κ (βήµα 1), ενώ ο δείκτης τέλους
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είναι πάντα ίσος µε Ν. Τέλος, γίνεται εναλλαγή του µικρότερου στοι-

χείου µε το ευρισκόµενο στην πρώτη θέση του τρέχοντος υποπίνακα

(βήµα 3).

Αν και ο αλγόριθµος διάταξης επιλογής είναι εύκολα κατανοητός και

υλοποιήσιµος, δεν έχει εξίσου καλή πολυπλοκότητα χρόνου. Μια

πρώτη παρατήρηση που αφορά την πολυπλοκότητα είναι ότι ο αριθ-

µός των συγκρίσεων είναι ανεξάρτητος από την αρχική διάταξη των

στοιχείων. ∆ηλαδή δεν υπάρχουν «καλές» και «κακές» αρχικές ακο-

λουθίες στοιχείων και, εποµένως, δεν υπάρχει χειρότερη ή καλύτερη

περίπτωση.

Επίσης, ας σηµειωθεί ότι σε κάθε κλήση του µερικού αλγορίθµου

MINSTOIXEIO γίνονται n - Κ συγκρίσεις, όπου Κ η θέση (δείκτης)

του πρώτου στοιχείου του τρέχοντος (υπο)πίνακα. ∆ηλαδή έχουµε n -

1 συγκρίσεις στο πρώτο πέρασµα, n - 2 στο δεύτερο κ.ο.κ. Άρα συνο-

λικά γίνονται:

f(n) = C(n) = (n-1) + (n-2) + �+ 2 + 1 = = 

και εποµένως είναι f(n) = Ο(n2).
  

n n n n( )- = -1

2 2 2

2

6.3 °Ú‹ÁÔÚË ‰È¿Ù·ÍË

Η µέθοδος της γρήγορης διάταξης (quicksort) ακολουθεί µια διαφορε-
τική φιλοσοφία από αυτή της διάταξης επιλογής. Η φιλοσοφία αυτή
περιγράφεται από τη γνωστή φράση «διαίρει και βασίλευε» («divide
and conquer»). Αυτό σηµαίνει στην επιστήµη των Η/Υ ότι, για να
λύσουµε ένα πρόβληµα, το σπάµε σε µικρότερα προβλήµατα και, αν
χρειάζεται, αυτά σε ακόµη µικρότερα κ.ο.κ., λύνουµε αυτά τα µικρό-
τερα προβλήµατα και η λύση του αρχικού προβλήµατος παράγεται από
τον κατάλληλο συνδυασµό των λύσεων των επιµέρους προβληµάτων.

Η διαδικασία της γρήγορης διάταξης έχει ως εξής:

(1) Επιλέγουµε ένα στοιχείο του πίνακα που θα χρησιµοποιηθεί ως
άξονας (pivot) και αναδιατάσσουµε τα στοιχεία του πίνακα έτσι
ώστε αριστερά του στοιχείου-άξονα να βρίσκονται στοιχεία µικρό-
τερα από αυτό και δεξιά του να βρίσκονται στοιχεία µεγαλύτερα
από αυτό. Έτσι, ο πίνακας διαχωρίζεται σε δύο υποπίνακες, αυτόν
που βρίσκεται αριστερά και αυτόν που βρίσκεται δεξιά του στοι-
χείου - άξονα.



(2) Επαναλαµβάνουµε το βήµα (1) για καθέναν από τους δύο υποπί-

νακες που έχει περισσότερα του ενός στοιχεία και κατόπιν για τους

υποπίνακες που θα προκύψουν από αυτούς κ.ο.κ., έως ότου κατα-

λήξουµε σε υποπίνακες µε το πολύ ένα στοιχείο. Ο αρχικός πίνα-

κας τότε έχει διαταχτεί κατ� αύξουσα σειρά.

Υπάρχουν δύο βασικά σηµεία στο πρώτο από τα παραπάνω βήµατα.

Το ένα είναι η επιλογή του στοιχείου-άξονα. Υπάρχουν διάφοροι τρό-

ποι γι� αυτή την επιλογή, που στοχεύουν άλλοι στην απλότητα, άλλοι

στην αποδοτικότητα και άλλοι στην ασφάλεια του αλγορίθµου. Ένας

από τους απλούστερους τρόπους είναι να επιλέγουµε πάντα το πρώτο

στοιχείο του πίνακα. Αν και δεν είναι από τους πρακτικά καλύτερους,

είναι όµως κατάλληλος για την παρουσίαση του αλγορίθµου της γρή-

γορης διάταξης.

Το δεύτερο βασικό σηµείο είναι η κατάτµηση ή διαχωρισµός

(partitioning) του πίνακα σε δύο υποπίνακες. Και ο διαχωρισµός αυτός

µπορεί να γίνει µε διάφορους τρόπους, που σχετίζονται και µε τον

τρόπο επιλογής του άξονα. Η διαδικασία που θα ακολουθήσουµε περι-

γράφεται αµέσως παρακάτω και είναι τέτοια που βοηθά στην καλύτε-

ρη κατανόηση της µεθόδου.

Η διαδικασία του διαχωρισµού του πίνακα έχει ως εξής:

(1) ∆ιαπερνάµε τον πίνακα ταυτόχρονα από τα δύο άκρα του προς το

κέντρο του, µε τη βοήθεια δύο δεικτών.

(2) Ο αριστερός δείκτης σταµατά όταν συναντήσει στοιχείο µεγαλύ-

τερο από τον άξονα, ενώ ο δεξιός όταν συναντήσει στοιχείο µικρό-

τερο από αυτόν.

(3) Όταν σταµατήσουν και οι δύο, γίνεται εναλλαγή των στοιχείων

στα οποία σταµάτησαν και κατόπιν η διαπέραση συνεχίζεται.

(4) Τα (2) και (3) επαναλαµβάνονται µέχρις ότου οι δείκτες διασταυ-

ρωθούν, οπότε σταµατά η διαπέραση και γίνεται εναλλαγή του

άξονα µε το στοιχείο που δείχνει ο δεξιός δείκτης.
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∆ιαχωρισµός πίνακα στη γρήγορη διάταξη

Θεωρούµε έναν πίνακα Α που περιέχει τα στοιχεία 20, 78, 32, 12, 65,

15, 9 και 38. Η εφαρµογή της παραπάνω διαδικασίας απεικονίζεται στον

παρακάτω πίνακα, όπου το στοιχείο-άξονας σηµειώνεται σε κύκλο και

οι δύο δείκτες, αριστερός και δεξιός, µε τα σύµβολα και ,

αντίστοιχα, που δείχνουν την κατεύθυνση της κίνησής τους και ταυτό-

χρονα και τα προς εναλλαγή στοιχεία.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.2·.

Bήµα A1Q A2Q A3Q A4Q A5Q A6Q A7Q A8�

�

1�

2�

3�

4�

�

20Q 78Q 32Q 12Q 65Q 15Q 9Q 38�

20Q 78Q 32Q 12Q 65Q 15Q 9Q 38�

20Q 9Q 32Q 12Q 65Q 15Q 78Q 38�

20Q 9Q 15Q 12Q 65Q 32Q 78Q 38�

�

12Q 9Q 15Q 20Q 65Q 32Q 78Q 38

�

αριστερός υποπίνακας δεξιός υποπίνακας

Η αρχική κατάσταση είναι όπως φαίνεται στο βήµα 1. Ο αριστερός

δείκτης δείχνει στο δεύτερο στοιχείο, δηλαδή στο στοιχείο µετά τον

άξονα, και ο δεξιός δείκτης στο τελευταίο. Οι πρώτες στάσεις των δύο

δεικτών φαίνονται στο βήµα δύο. Ο αριστερός δείκτης σταµατά στο

στοιχείο �78� (διότι 78 > 20) και ο δεξιός στο �9� (διότι 9 < 20). Αυτά

τα δύο στοιχεία εναλλάσσονται και προκύπτει η διάταξη του βήµατος

3, όπου απεικονίζονται και οι δεύτερες στάσεις των δεικτών. Ο αρι-

στερός δείκτης σταµατά στο �32� (διότι 32 > 20) και ο δεξιός στο �15�

(διότι 15 < 20). Τα στοιχεία αυτά εναλλάσσονται και προκύπτει η διά-

ταξη του βήµατος 4, όπου απεικονίζονται και οι τρίτες στάσεις των

δεικτών, στα στοιχεία �65� και �12�, αντίστοιχα. Παρατηρήστε ότι

τώρα οι δείκτες έχουν διασταυρωθεί και, εποµένως, δεν εναλλάσσο-

νται τα στοιχεία στα οποία σταµάτησαν, αλλά ο άξονας µε το στοιχείο

�12�, που δείχνει ο δεξιός δείκτης. Έτσι, προκύπτει η τελική κατά-

σταση, όπως φαίνεται στην τελευταία γραµµή του πίνακα.



Οι παραγόµενοι υποπίνακες, εν γένει, είναι δυνατόν να έχουν κανέ-

να (κενός πίνακας), ένα ή περισσότερα στοιχεία. Μόνο αυτοί που

έχουν περισσότερα του ενός στοιχεία θεωρούνται προς περαιτέρω

διαχωρισµό.

Ο αλγόριθµος που υλοποιεί την παραπάνω διαδικασία παρουσιάζεται

στο παρακάτω πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 6.2α (DIAT-DIAXORISMOS).
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 6.2α: ∆IAXΩPIΣMOΣ ΠINAKA

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α), ο δείκτης αρχής (ΝL) και ο δείκτης τέλους

(NU) του υπό εξέταση (υπο)πίνακα.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται αναδιάταξη των στοιχείων του πίνακα.

DIAT-DIAXORISMOS(A, NL, NU)

1 X ¨̈ A[NL], AD ¨̈ NL+1, DD ¨̈ NU {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while AD < DD {Συνθήκη επανάληψης}

3 while (AD £ NU) and (A[AD] < X)  {Συνθήκη µετακίνησης αριστερού δείκτη}

4 AD ¨̈ AD + 1 {Μετακίνηση αριστερού δείκτη}

endwhile

5 while (DD ≥ NL) and (A[DD] > X) {Συνθήκη µετακίνησης δεξιού δείκτη}

6 DD ¨̈ DD - 1 {Μετακίνηση δεξιού δείκτη}

endwhile

7 if AD < DD {Έλεγχος τερµατισµού µετακίνησης}

8 then A[AD] ´́ A[DD] {Εναλλαγή στοιχείων}

endif

endwhile

9 A[NL] ´́ A[DD], P ¨̈ DD {Τοποθέτηση στοιχείου-άξονα}

Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιούµε τέσσερις βοηθητικές µεταβλη-

τές (AD, DD, Χ, P). Οι δύο πρώτες (AD, DD) αντιπροσωπεύουν τον

αριστερό και δεξιό δείκτη. Στην τρίτη (Χ) καταχωρίζεται κάθε φορά

ο άξονας και στην τέταρτη (Ρ) η θέση (δείκτης) του άξονα.

Στο πρώτο βήµα γίνεται αρχικοποίηση των µεταβλητών. Το κυρίως

σώµα του αλγορίθµου αποτελείται από µια διάταξη επανάληψης while

(βήµατα 2-8), η οποία περιέχει άλλες δύο διατάξεις while και µια διά-

ταξη συνθήκης if. Η πρώτη εσωτερική διάταξη while (βήµατα 3-4)
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υλοποιεί την κίνηση του αριστερού δείκτη, ενώ η δεύτερη (βήµατα 5-

6) την κίνηση του δεξιού δείκτη. Η διάταξη if (βήµατα 7-8) πραγµα-

τοποιεί την εναλλαγή των στοιχείων που σταµατούν οι δύο δείκτες.

Τέλος, η εντολή στο βήµα 9 πραγµατοποιεί την εναλλαγή του άξονα

µε το στοιχείο στο οποίο σταµάτησε ο δεξιός δείκτης και αποθηκεύει

την τελική θέση του άξονα.

Η κλασική υλοποίηση του αλγορίθµου γρήγορης διάταξης γίνεται µε

τη χρήση αναδροµικής κλήσης, δηλαδή κλήσης του ίδιου του αλγο-

ρίθµου από το σώµα του, διότι η µέθοδος αυτή από τη φύση της ευνο-

εί την αναδροµή. Επειδή σ� αυτό το βιβλίο δεν ασχοληθήκαµε µε την

έννοια της αναδροµής, θα παρουσιάσουµε µια υλοποίηση του αλγο-

ρίθµου µε τη χρήση της έννοιας της στοίβας. Οι στοίβες χρησιµοποι-

ούνται, εν γένει, για την υλοποίηση της αναδροµής σε γλώσσες που

δε διαθέτουν δυνατότητα αναδροµικής κλήσης. Στο τέλος, θα δώσου-

µε και την υλοποίηση µε αναδροµή, µαζί µε µια συνοπτική εξήγηση,

για λόγους πληρότητας.

Ο αλγόριθµος για τη γρήγορη διάταξη παρουσιάζεται στο επόµενο

πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 6.2 (DIAT-GRHGORH). Χρησιµοποιούµε

δύο συνεχόµενες στοίβες, τις (SL, Τ) και (SU, Τ). Στις στοίβες αυτές

αποθηκεύουµε κάθε φορά τα άκρα (όρια) των εκάστοτε παραγόµενων

υποπινάκων που προορίζονται για περαιτέρω διαχωρισµό, δηλαδή

έχουν περισσότερα του ενός στοιχεία. Τα µεν αριστερά (πάνω) άκρα

τους αποθηκεύονται στην SL, τα δε δεξιά στην SU. Στη συνέχεια δια-

χωρίζεται ο υποπίνακας που τα άκρα του βρίσκονται στις κορυφές των

δύο στοιβών, οι οποίες και διαγράφονται. Η διαδικασία τερµατίζεται

όταν αδειάσουν οι δύο στοίβες.

Καταρχήν γίνονται αρχικοποιήσεις των µεταβλητών (βήµατα 1-4). Η

συνθήκη στο βήµα 2 εξασφαλίζει ότι ο (υπο)πίνακας έχει περισσότε-

ρα του ενός στοιχεία, αλλιώς δεν τίθεται θέµα διάταξής του. Το κυρίως

σώµα του αλγορίθµου συνιστά η επαναληπτική διάταξη while (βήµα-

τα 5-14), που εκτελείται εφόσον οι στοίβες δεν είναι άδειες (Τ π 0).

Πρώτα εξάγονται οι κορυφές των δύο στοιβών (βήµατα 6-7). Στη

συνέχεια καλείται ο αλγόριθµος διαχωρισµού (βήµα 8), που διαχωρί-

ζει τον πίνακα σε δύο υποπίνακες, πλην του άξονα. Κατόπιν υπάρχουν

δύο διατάξεις if. Η πρώτη εξετάζει αν ο αριστερός υποπίνακας είναι

διαχωρίσιµος, δηλαδή αν έχει περισσότερα από ένα στοιχεία (βήµα 9).



Αν είναι, τοποθετεί τα όριά του στις κορυφές των δύο στοιβών (βήµα-

τα 10-11). Θυµηθείτε ότι στον αλγόριθµο διαχωρισµού (DIAT-

DIAXORISMOS) η µεταβλητή Ρ αντιπροσωπεύει τη θέση του άξονα,

εποµένως Ρ - 1 είναι το δεξιό άκρο του αριστερού υποπίνακα, του

οποίου το αριστερό άκρο είναι το NL. Αντίστοιχα, η δεύτερη διάταξη

if εξετάζει αν ο δεξιός υποπίνακας είναι προς διαχωρισµό (βήµα 12)

και, αν είναι, τοποθετεί και αυτού τα άκρα στις δύο στοίβες (βήµατα

13-14). Στην περίπτωση αυτή, Ρ + 1 είναι το αριστερό άκρο του δεξι-

ού υποπίνακα και NU το δεξιό του.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 6.2: ΓPHΓOPH ∆IATAΞH

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α), ο δείκτης αρχής (ΝL) και ο δείκτης τέλους

(NU) του υπό εξέταση (υπο)πίνακα.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται αναδιάταξη των στοιχείων του πίνακα

κατά αύξουσα σειρά.

DIAT-GRHGORH (A, NL, NU)

1 T ¨̈ 0 {Θέση κενών στοιβών}

2 if NL < NU {Έλεγχος διαχωρίσιµου πίνακα}

3 then T ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση δείκτη στοιβών }

4 SL[1] ¨̈ NL, SU[1] ¨̈ NU {Αρχικοποίηση κορυφών στοιβών}

endif

5 while T π 0 {Συνθήκη επανάληψης}

6 NL ¨̈ SL[T], NU ¨̈ SU[T] {Εξαγωγή κορυφών στοιβών }

7 T ¨̈ T - 1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

8 DIAT-DIAXORISMOS(A, NL, NU) {∆ιαχωρισµός πίνακα}

9 if NL < Ρ - 1 {Έλεγχος διαχωρίσιµου πίνακα}

10 then T ¨̈ T + 1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφών}

11 SL[T] ¨̈ NL, SU[T] ¨̈ Ρ - 1 {Τοποθέτηση στις στοίβες}

endif

12 if Ρ + 1 < NU {Έλεγχος διαχωρίσιµου πίνακα}

13 then T ¨̈ T + 1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφών}

14 SL[T] ¨̈ Ρ + 1, SU[T] ¨̈ NU {Τοποθέτηση στις στοίβες}

endif

endwhile
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Γρήγορη διάταξη πίνακα

Θεωρούµε τον πίνακα του Παραδείγµατος 6.2α, µε τα ίδια στοιχεία.

Στη συνέχεια απεικονίζονται οι διαχωρισµοί υποπινάκων που λαµβά-

νουν χώρα κατά την εκτέλεση του Αλγόριθµου 6.3 (DIAT-

GRHGORH) για τη διάταξη των στοιχείων του πίνακα. Τα κατακό-

ρυφα βέλη υπονοούν εφαρµογή του Αλγόριθµου 6.3α (DIAT-

DIAXORISMOS). Επίσης, απεικονίζονται τα περιεχόµενα των δύο

στοιβών, SL και SU, µέσα σε τετραγωνικές παρενθέσεις (πρώτο αρι-

στερά στοιχείο είναι η βάση και τελευταίο δεξιά η κορυφή τής κάθε

στοίβας).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.2‚.

Bήµα A1Q A2Q A3Q A4Q A5Q A6Q A7Q A8�

�

1�

2�

3�

4�

�

20Q 78Q 32Q 12Q 65Q 15Q 9Q 38�

12Q 9Q 15Q 20Q 65Q 32Q 78Q 38�

QQQQQ 32Q 38Q 65Q 78�

QQQQQ 32Q 38�

9Q 12Q 15�

9Q 12Q 15Q 20Q 32Q 38Q 65Q 78

��

Στοίβες

SL:[1]QQ SU:[8]�

SL:[ ]QQ SU:[ ]�

SL:[1, 5]Q SU:[3, 8]�

SL:[1]QQ SU:[3]�

SL:[1, 5]Q SU:[3, 6]�

SL:[1]QQ SU:[3]�

SL:[1]QQ SU:[3]�

SL:[ ]QQ SU:[ ]�

SL:[ ]QQ SU:[ ]�

�

Πριν από το πρώτο βήµα διαχωρισµού παρουσιάζεται η αρχική κατά-

σταση του προβλήµατος. Έχουµε τον αρχικό πίνακα και στις δύο στοί-

βες είναι αποθηκευµένοι οι δείκτες των άκρων του (1, 8). Στο βήµα 1

διαγράφονται οι κορυφές των στοιβών και γίνεται ο πρώτος διαχωρι-

σµός του πίνακα σε υποπίνακες. Το αποτέλεσµα είναι οι υποπίνακες,

που φαίνονται στην επόµενη γραµµή και οι δείκτες των άκρων τους,

(1, 3) και (5, 8), που αποθηκεύονται στις στοίβες. Στη συνέχεια (βήµα

2) διαγράφονται οι κορυφές των στοιβών που αντιπροσωπεύουν τα

άκρα του πιο πρόσφατου δεξιού υποπίνακα, στον οποίο και πραγµα-



τοποιείται ο διαχωρισµός. Από το διαχωρισµό παράγεται ένας µόνο

υποπίνακας, που χρειάζεται περαιτέρω διαχωρισµό, του οποίου οι δεί-

κτες των άκρων (5, 6) τοποθετούνται στις στοίβες. Έτσι, συνεχίζεται

η διαδικασία µέχρις ότου δεν παραχθεί νέος υποπίνακας προς διαχω-

ρισµό, δηλαδή παραµείνουν άδειες οι στοίβες (µετά το βήµα 4). Παρα-

τηρήστε ότι διατάσσονται πλήρως πρώτα οι δεξιοί πίνακες και µετά

οι αριστεροί, που προκύπτουν από ένα διαχωρισµό. Έτσι, ο αριστερός

υποπίνακας που παράχθηκε µετά το βήµα 1, ξεκίνησε να διατάσσεται

αφού πρώτα είχε διαταχθεί πλήρως ο αντίστοιχος δεξιός (βήµα 4).
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 6.3: ΓPHΓOPH ∆IATAΞH ME (ANA∆POMH)

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α), ο δείκτης αρχής (ΝL) και ο δείκτης τέλους

(NU) του υπό εξέταση (υπο)πίνακα.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται αναδιάταξη των στοιχείων του πίνακα

κατά αύξουσα σειρά.

DIAT-GRHGORH-ANAD (A, NL, NU)

1 if NL < NU {Έλεγχος διαχωρίσιµου}

2 then DIAT-DIAXORISMOS(A, NL, NU) {∆ιαχωρισµός πίνακα}

3 DIAT-GRHGORH-ANAD (A, NL, DD-1) {∆ιάταξη αριστερού πίνακα}

4 DIAT-GRHGORH-ANAD (A, DD+1, NU) {∆ιάταξη δεξιού πίνακα}

endif

Η αναδροµική εκδοχή της µεθόδου της γρήγορης διάταξης παρουσιά-

ζεται στο επόµενο πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 6.3 (DIAT-GRHGORH-

ANAD). Παρατηρήστε πόσο πιο απλή είναι η αναδροµική υλοποίηση

και ότι έχει ακριβή αντιστοιχία µε τη διαδικασία της γρήγορης διάτα-

ξης, όπως την περιγράψαµε στην αρχή της ενότητας αυτής. Το µειο-

νέκτηµα των αναδροµικών αλγόριθµων, εν γένει, είναι ότι απαιτούν

πολύ µεγαλύτερο χώρο µνήµης κατά την εκτέλεσή τους.

Αφού γίνει έλεγχος ότι ο (υπο)πίνακας έχει περισσότερα του ενός στοι-

χεία (βήµα 1), ξεκινά η κυρίως διαδικασία (βήµατα 2-4), που έχει ως

εξής: ∆ιαχωρίζουµε πρώτα τον τρέχοντα πίνακα σε δύο υποπίνακες

(βήµα 2) και µετά διατάσσουµε πρώτα το αριστερό (βήµα 3) και µετά



το δεξιό (βήµα 4) υποπίνακα. Η διάταξη όµως κάθε υποπίνακα είναι

κλήση στον ίδιο τον αλγόριθµο, που σηµαίνει ότι ο κάθε υποπίνακας

θα διαχωριστεί σε άλλους δύο και θα γίνει αναδροµική κλήση του αλγο-

ρίθµου για καθένα από τους δύο κ.ο.κ. Οι αναδροµικές κλήσεις στα-

µατούν όταν παραχθεί(ούν) πίνακας(ες) µε λιγότερα από δύο στοιχεία

(βήµα 1). Τότε γίνεται ανακεφαλαίωση (resuming) των αναδροµών, που

κρατούνται στη µνήµη, για την παραγωγή του αποτελέσµατος.

Η πολυπλοκότητα χρόνου της γρήγορης διάταξης είναι, εν γένει, καλύ-

τερη από αυτή της διάταξης επιλογής. Στη χειρότερη περίπτωση έχουν

την ίδια τάξη πολυπλοκότητας. Η χειρότερη περίπτωση στη γρήγορη

διάταξη συµβαίνει όταν ο πίνακας είναι ήδη διατεταγµένος. Τότε, επι-

λέγοντας το πρώτο στοιχείο ως άξονα, απαιτούνται n συγκρίσεις για

να αποδειχθεί τελικά ότι πρέπει να παραµείνει στη θέση του. Αυτό

σηµαίνει ότι ο αριστερός υποπίνακας που παράγεται είναι κενός, ενώ

ο δεξιός έχει n-1 στοιχεία. Κατ� αναλογία, για το πρώτο στοιχείο του

δεξιού υποπίνακα (δηλαδή το δεύτερο του αρχικού), που επιλέγεται

ως άξονας στη συνέχεια, απαιτούνται n-1 συγκρίσεις για να αποδει-

χθεί ότι πρέπει να παραµείνει στη θέση του κ.ο.κ, ∆ηλαδή συνολικά

απαιτούνται

C(n) = n + (n-1) + �+ 2 + 1 = 

συγκρίσεις. Εποµένως, είναι 

f(n) = Ο(n2).

Παρατηρήστε ότι απαιτούνται περισσότερες συγκρίσεις απ� ό,τι στη

διάταξη επιλογής.

Στη µέση περίπτωση, αποδεικνύεται ότι είναι

f(n) = Ο(n logn),

δηλαδή καλύτερη από αυτή της διάταξης επιλογής. Αυτό οφείλεται

στο γεγονός ότι στη µέση περίπτωση θεωρούµε ότι παράγονται πάντα

δύο υποπίνακες και όχι ένας, όπως συµβαίνει στη χειρότερη περίπτω-

ση. Αυτό είναι και η επιδίωξη κατά την εφαρµογή του αλγορίθµου

γρήγορης διάταξης, πράγµα το οποίο µπορεί να επιτευχθεί µε την επι-

λογή κατάλληλου άξονα.

Ως µια ποιοτική απόδειξη της πολυπλοκότητας µέσης περίπτωσης,

µπορούµε να πούµε τα εξής:

  

n n n n( )+ = +1

2 2 2

2
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Ο Αλγόριθµος 6.2 είναι µια υλοποίηση της µεθόδου της γρήγορης

διάταξης µε τη χρήση δύο στοιβών. Η χρήση δύο στοιβών προτιµή-

θηκε, διότι δίνει πιο παραστατικά τη λειτουργία της µεθόδου. Υλο-

ποιήστε τη µέθοδο γρήγορης διάταξης µε τη χρήση µιας στοίβας.

Εφαρµόστε τον αλγόριθµο στον ίδιο πίνακα µε το Παράδειγµα 6.2β.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.1

(1) ο 1 πίνακας παράγει 2 = 21 υποπίνακες και θέτει 1 = 20 στοι-

χείο στη θέση του (άξονας)

(2) οι 2 υποπίνακες παράγουν 4 = 22 υποπίνακες και θέτουν 2 = 21 στοι-

χεία στις θέσεις τους (άξονες)

(3) οι 4 υποπίνακες παράγουν 8 = 23 υποπίνακες και θέτουν 4 = 22 στοι-

χεία στις θέσεις τους (άξονες)

(4) οι 8 υποπίνακες παράγουν 16 = 24 υποπίνακες και θέτουν 8 = 23 στοι-

χεία στις θέσεις τους (άξονες)

�

(k) οι 2k-1 υποπίνακες παράγουν 2k υποπίνακες και θέτουν 2k-1 στοιχεία

στις θέσεις τους (άξονες)

∆ηλαδή, για να διατάξουµε 20+21+22+ � +2k-1 = = 2k-1 ª 2k

(για σχετικά µεγάλο k) στοιχεία, απαιτούνται k=log(2k) διαχωρισµοί.

Εποµένως, για n στοιχεία απαιτούνται logn διαχωρισµοί. Σε κάθε βήµα

διαχωρισµού γίνονται το πολύ n συγκρίσεις, οπότε συνολικά προκύ-

πτουν το πολύ n logn συγκρίσεις. Η µαθηµατική ανάλυση του αλγο-

ρίθµου γρήγορης διάταξης δίνει στη µέση περίπτωση 

f(n) ª 1.39 n logn.

  
2

0

1

i

i

k

=

-

Â

Ενώ ο αλγόριθµος γρήγορης διάταξης έχει καλύτερη πολυπλοκότη-

τα χρόνου µέσης περίπτωσης από τον αλγόριθµο διάταξης επιλογής,

έχει παρατηρηθεί ότι για µικρούς πίνακες, δηλαδή µικρή ακολουθία

στοιχείων (µικρό n), ο αλγόριθµος διάταξης επιλογής έχει καλύτερα

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.2
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6.4 ¢È¿Ù·ÍË ÛˆÚÔ‡

Η µέθοδος της διάταξης σωρού (heapsort) στηρίζεται στο γεγονός ότι

διαδοχικές διαγραφές της ρίζας ενός σωρού οδηγούν σε εξαγωγή των

στοιχείων του κατά φθίνουσα σειρά, επειδή η ρίζα του σωρού κάθε

φορά είναι το µεγαλύτερο στοιχείο του. Γι�αυτό η διάταξη σωρού στη-

ρίζεται στις πράξεις της εισαγωγής και διαγραφής στοιχείου από ένα

σωρό για να διατάξει τα στοιχεία ενός πίνακα. (Ανατρέξτε στην Ενό-

τητα «5.4 ∆έντρα-Σωροί» για να ξαναθυµηθείτε τις πράξεις αυτές.)

Η διαδικασία της διάταξης σωρού περιλαµβάνει δύο φάσεις:

(1) Κατασκευάζουµε ένα δέντρο-σωρό από τα στοιχεία του πίνακα,

εκτελώντας διαδοχικές εισαγωγές των στοιχείων αυτών.

(2) Εκτελούµε διαδοχικές διαγραφές της ρίζας του σωρού που κατα-

σκευάστηκε στο (1) µέχρι να καταλήξουµε στο κενό δέντρο, αποθη-

κεύοντας τα διαγραφόµενα στοιχεία από το τέλος του πίνακα προς

την αρχή του.

Ο αλγόριθµος που υλοποιεί τη διαδικασία αυτή παρουσιάζεται στο

παρακάτω πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 6.4 (DIAT-SOROU). 

Στον αλγόριθµο αυτό µπορούµε να διακρίνουµε τις δύο φάσεις που

αναφέραµε πιο πάνω. Η διάταξη for (βήµατα 1-2) υλοποιεί την πρώτη

φάση. Αυτό που κάνει είναι να καλεί τον (µερικό) αλγόριθµο εισαγω-

γής στοιχείου σε σωρό, H-EISAGWGH (Αλγόριθµος 5.5), Ν-1 φορές

για την εισαγωγή των στοιχείων του πίνακα, πλην του πρώτου, που δε

χρειάζεται, σε σωρό. Στην πρώτη κλήση εισάγεται το δεύτερο στοι-

χείο στο σωρό, που ήδη υπάρχει και αποτελείται από το πρώτο στοι-

χείο του πίνακα. Στη δεύτερη κλήση εισάγεται το τρίτο στοιχείο στο

σωρό, που έχουν σχηµατίσει τα δύο πρώτα κ.ο.κ. Στο τέλος των επα-

ναλήψεων, τα στοιχεία του πίνακα έχουν διαταχθεί έτσι ώστε ο πίνα-

κας να αποτελεί σωρό. Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι δεν απαιτείται η

χρήση άλλου βοηθητικού πίνακα για την αποθήκευση του σωρού που

αποτελέσµατα. Τροποποιήστε τον Αλγόριθµο 6.2 έτσι ώστε, όταν το

µέγεθος ενός υποπίνακα είναι µικρότερο από ένα όριο (π.χ. 16), να

αναλαµβάνει τη διάταξή του ο αλγόριθµος διάταξης επιλογής. Ίσως

χρειαστεί να τροποποιήσετε ελαφρώς και τον Αλγόριθµο 6.1.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.2



δηµιουργείται, διότι ο σωρός αποθηκεύεται στις θέσεις των στοιχείων

που χρησιµοποιούνται από τον αλγόριθµο εισαγωγής. Έτσι, γίνεται

οικονοµία µνήµης.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 6.4: ∆IATAΞH ΣΩPOY

Είσοδος Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α) και το πλήθος των στοιχείων του (Ν).

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται αναδιάταξη των στοιχείων του πίνακα

κατά αύξουσα σειρά.

DIAT-SOROU(A, N)

1 for I = 1 to N-1 {Καθορισµός επαναλήψεων}

2 H-EISAGWGH(A, I, A[I+1]) {Εισαγωγή στοιχείου στο σωρό}

endfor

3 while N > 1 {Συνθήκη επανάληψης}

4 H-DIAGRAFH(A, N) {∆ιαγραφή ρίζας σωρού}

5 A[N+1] ¨̈ X {Τοποθέτηση ρίζας στον πίνακα}

endwhile

Τη δεύτερη φάση υλοποιεί η διάταξη while (βήµατα 3-5). Στη διάτα-

ξη αυτή γίνονται διαδοχικές κλήσεις του (µερικού) αλγορίθµου δια-

γραφής της ρίζας σωρού, H-DIAGRAFH (Αλγόριθµος 5.6). Η επα-

νάληψη σταµατά, όταν µείνει µόνο ένα στοιχείο (ρίζα) στο σωρό

(Ν = 1, βήµα 3). Σηµειωτέον ότι η αλλαγή της τιµής του Ν συµβαίνει

µέσα στον καλούµενο αλγόριθµο. Και εδώ δεν απαιτείται η χρήση

βοηθητικού πίνακα, αφού η διαγραφόµενη ρίζα κάθε φορά καταλαµ-

βάνει την τελευταία θέση του ενεργού πίνακα, η οποία εκκενώνεται

λόγω της διαγραφής που προηγείται (βήµα 5). Έτσι, γίνεται οικονο-

µία χώρου από τον αλγόριθµο.
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Εφαρµογή διάταξης σωρού

Θεωρούµε έναν πίνακα Α µε στοιχεία: 45, 30, 50, 20, 75, 65. Η εφαρ-

µογή του αλγορίθµου της διάταξης σωρού απεικονίζεται αναλυτικά

στη συνέχεια.

Στην πρώτη φάση το σκιασµένο µέρος του πίνακα σε κάθε βήµα αντι-

προσωπεύει το µέχρι τότε δηµιουργηθέντα σωρό, ενώ στη δεύτερη

φάση τα στοιχεία που έχουν τοποθετηθεί στη σωστή θέση.

Στην πρώτη φάση, το πρώτο στοιχείο του πίνακα θεωρείται ήδη τοπο-

θετηµένο, δεδοµένου ότι δεν τίθεται θέµα εισαγωγής του. Έτσι, µε το

ξεκίνηµα της πρώτης φάσης (Ι = 1) τοποθετείται το δεύτερο στοιχείο

στη θέση του, θεωρώντας τον ήδη υπάρχοντα σωρό αποτελούµενο από

το πρώτο στοιχείο µόνο (�45�). Επειδή είναι µικρότερο, τοποθετείται

ως αριστερό παιδί. Στο επόµενο βήµα επανάληψης (Ι = 2) τοποθετεί-

ται το τρίτο στοιχείο (�50�) στο σωρό που σχηµάτισαν τα δύο προη-

γούµενα και, επειδή είναι µεγαλύτερο όλων, τοποθετείται ως ρίζα του

σωρού και τα προηγούµενα ως παιδιά του κ.ο.κ., µέχρις ότου τοποθε-

τηθούν όλα τα στοιχεία.

Στη δεύτερη φάση ξεκινούν οι διαδοχικές διαγραφές ρίζας του σωρού

που δηµιουργήθηκε στην πρώτη φάση. Καταρχήν [Ν = 6(5)] διαγρά-

φεται η ρίζα του σωρού (�75�) και, επειδή λόγω της διαγραφής εκκε-

νώνεται η τελευταία θέση του πίνακα, τοποθετείται εκεί (βήµα 5). Η

τιµή του Ν εκτός της παρένθεσης είναι αυτή µε την οποία καλείται ο

αλγόριθµος διαγραφής στο βήµα 4, ενώ η εντός της παρένθεσης είναι

αυτή που χρησιµοποιείται στο βήµα 5, διότι η τιµή του Ν ελαττώνε-

ται κατά ένα µέσα στον αλγόριθµο διαγραφής. Αυτή η τελευταία τιµή

είναι εκείνη που καθορίζει το τέλος των επαναλήψεων (βήµα 3). Νέα

ρίζα του σωρού είναι τώρα το �65� και ο σωρός παριστάνεται τώρα

από τα πέντε πρώτα στοιχεία του πίνακα. ∆ιαγράφεται η νέα ρίζα και

τοποθετείται στον «ενεργό» πίνακα ως τελευταίο στοιχείο, που είναι

το πέµπτο και έµεινε κενό (βήµα 5), καθώς γίνεται αναδιάταξη των

στοιχείων του σωρού λόγω της διαγραφής. Η διαδικασία συνεχίζεται

έως ότου διαγραφούν όλα τα στοιχεία, πλην του τελευταίου, που δε

χρειάζεται, και προκύψει ο διατεταγµένος πίνακας.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.3
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I A1Q A2Q A3Q A4Q A5Q A6�

�

45Q 30Q 50Q 20Q 75Q 65Q �

45� 30� 50Q 20Q 75Q 65Q �

50� 30� 45Q 20Q 75Q 65Q �

50� 30� 45� 20Q 75Q 65Q �

75� 50� 45� 20� 30Q 65Q �

75� 50� 65� 20� 30� 45QQ

�

1�

2�

3�

4�

5�

�

1η ΦAΣH  

(σωρός)

N A1Q A2Q A3Q A4Q A5Q A6�

�

75Q 50Q 65Q 20Q 30Q 45Q �

65QQ 50Q 45Q 20Q 30Q 75Q �

50Q 30Q 45Q 20Q 65� 75Q �

45Q 30Q 20Q 50� 65� 75� �

30Q 20Q 45� 50� 65� 75Q �

20� 30� 45� 50� 65� 75� �

6(5)�

5(4)�

4(3)�

3(2)�

2(1)�

�

2η ΦAΣH

(διατεταγµένος πίνακας)

Η διάταξη σωρού έχει καλύτερη πολυπλοκότητα χρόνου και από τη

διάταξη επιλογής και από τη γρήγορη διάταξη. Συγκεκριµένα, έχει και

στη χειρότερη και στη µέση περίπτωση πολυπλοκότητα

f(n) = Ο(n logn).

Θα επιχειρήσουµε µια ποιοτική δικαιολόγηση αυτής της πολυπλο-

κότητας.
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1η Φάση

Ο αριθµός των συγκρίσεων για να βρεθεί η κατάλληλη θέση για ένα

στοιχείο που εισάγεται δεν µπορεί να υπερβεί το ύψος του σωρού.

Επειδή ο σωρός είναι ένα πλήρες δέντρο, ισχύει για το ύψος του ό,τι

αναφέραµε στην Υποενότητα «5.2.1 Ορισµός και Αναπαράσταση»,

δηλαδή h £  logn. Εποµένως, ο αριθµός των συγκρίσεων για την εισα-

γωγή n στοιχείων θα είναι C(n) £  nlogn σε οποιαδήποτε περίπτωση.

Άρα στη χειρότερη περίπτωση θα είναι f(n) = Ο(nlogn).

2η Φάση

Παρατηρούµε ότι κατά τη διαγραφή της ρίζας ενός σωρού, για την

αναδιάταξη του σωρού, απαιτούνται δύο συγκρίσεις για κάθε µετακί-

νηση του µετακινούµενου κόµβου ένα επίπεδο κάτω (µια µεταξύ των

τρεχόντων παιδιών του και µια µεταξύ αυτού και του µεγαλύτερου παι-

διού του). (Π.χ. ελέγξτε τη µετακίνηση του �9� ένα επίπεδο κάτω στο

Σχήµα (γ) του Παραδείγµατος 5.3.) Αφού για το ύψος του σωρού ισχύ-

ει h £  logn, όπου n ο αριθµός των στοιχείων, έπεται ότι απαιτούνται

2logn συγκρίσεις για να βρεθεί η κατάλληλη θέση του στοιχείου. Επο-

µένως, ο συνολικός αριθµός συγκρίσεων για τη διαγραφή n στοιχείων

(που σηµαίνει n αναδιατάξεις) θα είναι C(n) = 2nlogn. Άρα είναι

f(n) = Ο(nlogn).

Αφού σε κάθε φάση η πολυπλοκότητα είναι f(n) = Ο(n logn), τέτοιας

τάξεως θα είναι και για το συνολικό αλγόριθµο, αφού ο συνδυασµός

των δύο φάσεων είναι προσθετικός.

Να τροποποιήσετε τον αλγόριθµο διάταξης σωρού (Αλγόριθµος 6.4)

έτσι ώστε να διατάσσει τα στοιχεία του πίνακα κατά φθίνουσα σειρά.

Να εφαρµόσετε τον τροποποιηµένο αλγόριθµο στον πίνακα του

Παραδείγµατος 6.3.

ÕÛÎËÛË
∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.3

™‡ÓÔ„Ë

Το πρόβληµα (ή πράξη) της διάταξης αναφέρεται στην τακτοποίηση

µιας ακολουθίας n δεδοµένων (στοιχείων) κατά αύξουσα ή αλφαβη-

τική σειρά. Τα στοιχεία θεωρούµε ότι βρίσκονται αποθηκευµένα σ�



έναν πίνακα στην κύρια µνήµη του Η/Υ. Αυτό το είδος της διάταξης

λέγεται εσωτερική διάταξη, σε αντίθεση µε τη διάταξη στοιχείων

που βρίσκονται στη δευτερεύουσα µνήµη του Η/Υσε αρχεία, η οποία

λέγεται εξωτερική διάταξη.

Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι (ή αλγόριθµοι) εσωτερικής διάταξης,

όπως η διάταξη φυσαλίδας, η διάταξη παρεµβολής ή εισαγωγής, η

διάταξη επιλογής, η γρήγορη διάταξη, η διάταξη συγχώνευσης, η διά-

ταξη σωρού, καθώς και παραλλαγές αυτών. Στο κεφάλαιο αυτό

παρουσιάσαµε τρεις από αυτές τις µεθόδους (αλγορίθµους), ως αντι-

προσώπους.

Η διάταξη επιλογής χρειάζεται n-1 περάσµατα του πίνακα ή υποπι-

νάκων του για τη διάταξη των n στοιχείων του. Σε κάθε πέρασµα ένα

στοιχείο, το µικρότερο του τρέχοντα υποπίνακα, τοποθετείται στη

σωστή θέση. Ο αλγόριθµος αυτός έχει πολυπλοκότητα f(n) = Ο(n2).

Η γρήγορη διάταξη θεωρεί ένα στοιχείο ως άξονα και διαχωρίζει τον

πίνακα σε δύο υποπίνακες, ένα δεξιά του άξονα και έναν αριστερά

του άξονα. Ο αριστερός υποπίνακας περιέχει στοιχεία µικρότερα του

άξονα, ενώ ο δεξιός µεγαλύτερα. Αυτή η διαδικασία εφαρµόζεται στη

συνέχεια στους δύο υποπίνακες που παράχθηκαν κ.ο.κ., έως ότου οι

υποπίνακες εκφυλιστούν σε στοιχεία. Ο αλγόριθµος γρήγορης διά-

ταξης έχει πολυπλοκότητα f(n) = Ο(nlogn) στη µέση περίπτωση και 

f(n) = Ο(n2) στη χειρότερη περίπτωση.

Τέλος, η διάταξη σωρού χρησιµοποιεί ένα δέντρο-σωρό για τη διά-

ταξη των στοιχείων. Περιλαµβάνει δύο φάσεις. Στην πρώτη φάση

δηµιουργεί ένα σωρό µε διαδοχικές εισαγωγές των στοιχείων. Στη

δεύτερη φάση εξάγει τα στοιχεία του σωρού µε διαδοχικές διαγρα-

φές των στοιχείων του. Έτσι, εξασφαλίζεται η εξαγωγή του µεγαλύ-

τερου στοιχείου του τρέχοντος σωρού (ρίζας) κάθε φορά, που σε συν-

δυασµό µε τον τρόπο τοποθέτησής τους στον πίνακα, έχει ως αποτέ-

λεσµα τη διάταξη των στοιχείων κατά αύξουσα σειρά. Η διάταξη

σωρού έχει πολυπλοκότητα f(n) = Ο(nlogn) σε κάθε περίπτωση.
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Στο κεφάλαιο 9 του βιβλίου µε τίτλο «Ταξινόµηση» γίνεται µια

παρουσίαση των διαφόρων αλγόριθµων ταξινόµησης (διάταξης).

Ιδιαίτερα στην Υποενότητα «9.12 Ταξινόµηση Αλγόριθµων Ταξι-

νόµησης» θα βρείτε µια κατηγοριοποίηση των αλγόριθµων διάτα-

ξης µε βάση διάφορα κριτήρια, που είναι πολύ χρήσιµη για την

κατανόηση των διαφορών τους.

2. T. A. Standish, Data Structures, Algorithm and Software Principles,

Addison-Wesley, 1994.

Το κεφάλαιο 13 του βιβλίου αυτού µε τίτλο «Sorting» είναι αφιε-

ρωµένο στους αλγορίθµους διάταξης µε αρκετά αναλυτικό τρόπο.

Ιδιαίτερα στην Ενότητα «13.1 Introduction and Motivation» υπάρ-

χει µια ενδιαφέρουσα εισαγωγή, όπου γίνεται και µια ταξινόµηση

των µεθόδων διάταξης, αρκετά χρήσιµη για την κατανόηση των

διαφορών τους. Επίσης, στην Ενότητα «13.4 Divide-and-Conquer

Methods», στο τµήµα «Quicksort», στο υποτµήµα «Analysis of

Quicksort», υπάρχει µια λεπτοµερής µαθηµατική ανάλυση της

πολυπλοκότητας του αλγορίθµου της γρήγορης διάταξης.

3. M. A. Weis, Data Structures and Algorithm Analysis, Benjamin/

Cummings, 2nd Edition, 1995.

Το κεφάλαιο 7 του βιβλίου αυτού µε τίτλο «Sorting», µέχρι και την

Ενότητα 7.7, παρουσιάζει τους αλγορίθµους εσωτερικής διάταξης.

Εδώ µπορείτε να βρείτε υλοποιήσεις αλγόριθµων σε Pascal και

πρακτικές συµβουλές γι� αυτές. Στην Υποενότητα «7.7.5 Analysis

of Quicksort» υπάρχει µια ανάλυση της πολυπλοκότητας του αλγο-

ρίθµου γρήγορης διάταξης.



Αν όλες οι αντιστοιχίσεις που κάνατε είναι σωστές, µπράβο σας! Είναι

βοηθητικό πριν ξεκινήσετε τη µελέτη των επόµενων κεφαλαίων να

γνωρίζετε τα γενικά χαρακτηριστικά (δηλαδή τις κατηγορίες) των

δοµών δεδοµένων που θα συναντήσετε. Είναι κάτι στο οποίο συχνά

θα αναφέρεστε και το οποίο όσο προχωράτε στη µελέτη των συγκε-

κριµένων δοµών θα γίνεται όλο και πιο ξεκάθαρο.

Αν δεν πετύχατε όλες τις αντιστοιχίσεις, µην απογοητεύεστε. ∆οκιµά-

στε πάλι, αφού µελετήστε πιο προσεκτικά την υποενότητα «1.1.4

Κατηγορίες ∆οµών ∆εδοµένων» ή τη «Σύνοψη» του κεφαλαίου. Στο

σηµείο αυτό η επιτυχία είναι θέµα αποµνηµόνευσης, που είναι όµως

βοηθητική για τη συνέχεια.
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γραµµικές�

δυναµικές�

θεµελιώδεις�

µη γραµµικές�

στατικές

1.2

Ο αλγόριθµος δίνεται στο επόµενο πλαίσιο. 

MESOSOROS (A, N)

1 SUM ¨̈ 0 {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 for K ¨̈ 1 to N {Καθορισµός αριθµού επαναλήψεων}

3 SUM ¨̈ SUM + A[K] {Ενηµέρωση αθροίσµατος στοιχείων}

endfor

4 MO ¨̈ SUM/N {Υπολογισµός µέσου όρου}

5 print MO {Επιστροφή αποτελέσµατος}

1.1 A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
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Αν ταυτίζεται µε τον δικό σας, πλην των ονοµάτων των µεταβλητών,

συγχαρητήρια! Είναι ένα καλό ξεκίνηµα, ιδιαίτερα αν δεν είχατε ανά-

λογη εµπειρία. Βέβαια είναι ένας απλός αλγόριθµος, όµως αυτό δεν

µειώνει την επιτυχία σας.

Αν δεν ταυτίζεται µε τον δικό σας, τότε ή χρησιµοποιήσατε διάταξη

while, οπότε ξαναγράψτε τον χρησιµοποιώντας διάταξη for, ή κάπου

έχετε κάνει λάθος. Μην απογοητεύεστε, κάθε αρχή και δύσκολη. Αν

ξεχάσατε µόνο την αρχικοποίηση της µεταβλητής, το λάθος δεν είναι

µεγάλο. Αρχικοποίηση χρειάζονται οι µεταβλητές που για την ενηµέ-

ρωσή τους χρησιµοποιείται η προηγούµενη τιµή τους (όπως στο βήµα

3 για την µεταβλητή SUM). Μελετείστε πάλι το Παράδειγµα 1.4 και

ξαναπροσπαθήστε.

1.3

Για να βρούµε τη συνάρτηση πολυπλοκότητας, αρκεί να µετρήσουµε

τους αριθµούς των προσθέσεων και των καταχωρήσεων που πραγµα-

τοποιούνται σε κάθε βήµα του αλγορίθµου σαν συνάρτηση του αριθ-

µού n των στοιχείων του πίνακα και να τους προσθέσουµε, ώστε να

βρούµε τον συνολικό αριθµό προσθέσεων και καταχωρήσεων κατά

την εκτέλεση του αλγορίθµου. Αυτή η διαδικασία παρουσιάζεται αµέ-

σως παρακάτω.

Αριθµός προσθέσεων (βήµα 3): n (αφού το βήµα 3 εκτελείται n φορές)

Αριθµός καταχωρήσεων (βήµα 1): 1 (αφού το βήµα 1 εκτελείται µια φορά)

Αριθµός καταχωρήσεων (βήµα 2): n (αφού γίνονται n καταχωρήσεις στο Κ)

Αριθµός καταχωρήσεων (βήµα 3): n (αφού το βήµα 3 εκτελείται n φορές)

Αριθµός καταχωρήσεων (βήµα 4): 1 (αφού το βήµα 4 εκτελείται µια φορά)

Σύνολο 3n + 2

Εποµένως f(n) = 3n + 2.

Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι στο βήµα 2 (διάταξη for) θεωρούµε

ότι γίνονται µόνο καταχωρήσεις και όχι και προσθέσεις.

Αν απαντήσατε σωστά, έχετε κάνει ένα καλό ξεκίνηµα. Αν όχι, ξανα-

προσπαθήστε, µην απογοητεύεστε.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
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1.4

α) Ο επικρατών όρος είναι ο 0.5.n2, διότι είναι n2 = n.n > n.logn (αφού

n > logn). Εποµένως είναι f(n) = O(n2).

Η άσκηση αυτή είναι σχετικά εύκολη, αλλά αν τα καταφέρατε

µπράβο σας! Αν όχι, µελετείστε πάλι το Παράδειγµα 1.6α.

β)

Επικρατών όρος είναι ο , διότι < 1 (αφού n > 1) και 

< 1 (αφού n > logn).

Άρα, f(n) = O(1).

Η άσκηση αυτή είναι δυσκολότερη από εκείνη στο (α). Αν τα κατα-

φέρατε, σηµαίνει ότι κατανοήσατε τον µηχανισµό εύρεσης της

τάξης µεγέθους της συνάρτησης πολυπλοκότητας από την αναλυ-

τική της έκφραση. Μπράβο σας! Αν όχι, δείτε πάλι το Παράδειγµα

1.6β. Ένα λάθος που πρέπει να αποφύγετε είναι το να αγνοήσετε

τον σταθερό όρο « » και εποµένως να καταλήξετε σε τά ξη

µ ε γ έ θου ς O ( ).

Είναι ένα συνηθισµένο λάθος που θέλει προσοχή.
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2.1

α) Ο πίνακας Η είναι ένας τρισδιάστατος πίνακας, του οποίου κάθε

στοιχείο παριστάνει µια επίδοση στο άθληµα και προσδιορίζεται

από τρεις παραµέτρους, τον αθλητή που την έκανε, τον αγώνα στον

οποίο έγινε και το έτος στο οποίο έγινε. Εποµένως, πρέπει να ορί-

σουµε τρία σύνολα δεικτών, ένα για κάθε διάσταση, τα οποία είναι

Ι1 = {1, �, 5}, Ι2 = {1, 2, 3}, Ι3 = {1988, �, 1997}.

Τα πλήθη στοιχείων των συνόλων αυτών είναι:

Ν1 = 5, Ν2 = 3 (µε απλή παρατήρηση) και

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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Ν3 = 1997-1988 + 1 = 9 + 1 => Ν3 = 10 (µε χρήση του τύπου 2.1).

Εποµένως, ο πίνακας Η είναι διαστάσεων 5 ¥  3 ¥  10, δηλαδή έχει

συνολικά 150 στοιχεία.

Αν τα καταφέρατε µέχρι εδώ, κάνατε ένα καλό ξεκίνηµα. Αυτό είναι

η βάση για τα επόµενα. Αν δεν τα καταφέρατε, ξαναπροσπαθήστε

αφού ξαναδείτε τα Παραδείγµατα 2.1 και 2.2. Μην απογοητεύεστε!

β) Επειδή ο πίνακας Η είναι τρισδιάστατος, θα χρησιµοποιήσουµε τους

τύπους (2.11) και (2.12) για να βρούµε τη ΣΑΠ. Οι τύποι αυτοί ανα-

φέρονται γενικά σε m διαστάσεις, γι� αυτό θα βρούµε πρώτα τους

αντίστοιχους τύπους για m = 3, που είναι

loc( ) = c0 + c1 i1 + c2 i2 + c3 i3 (2.18)

όπου

c3 = L, c2 = Ν3 c3, c1 = Ν2 c

c0 = bA - c1 - c2 - c3

Οι τύποι αυτοί ισχύουν γενικά για κάθε τρισδιάστατο πίνακα.

Από την (2.19) µε Α ΚΗ και τα δεδοµένα του πίνακα Η υπολογί-

ζουµε τις σταθερές της ΣΑΠ:

c3 = 2, c2 = 10 ¥  2 = 20, c1 =3 ¥  20 = 60 

c0 = 200 - 60 ¥  1 - 20 ¥  1� 2 ¥  1988 = -3856

Εποµένως, από την (2.18) η ΣΑΠ είναι

loc( ) = -3856 + 60 i1 + 20 i2 + 2 i3

Αυτό είναι το πιο δύσκολο βήµα της άσκησης. Η δυσκολία έγκειται,

κυρίως, στην εξαγωγή του τύπου της συνάρτησης απεικόνισης ενός

τρισδιάστατου πίνακα από αυτόν της συνάρτησης απεικόνισης ενός

n-διάστατου πίνακα (τύπος 2.11). Αν το κάνατε σωστά, συγχαρητή-

ρια! Αν όχι, µελετήστε πάλι την υποενότητα «2.1.5 Πολυδιάστατοι

Πίνακες» και το Παράδειγµα 2.2 και προσπαθήστε ξανά, µην απο-

γοητεύεστε. 

γ) Εφαρµόζουµε την ΣΑΠ για i1 = 3, i2 = 2 και i3 = 1990 και παίρνουµε

loc(Η3,2,1990) = -3856 + 60 ¥  3 + 20 ¥  2 + 2 ¥  1990 = 344.

  Hi i i1 2 3
, ,

  nl3  nl2  nl1

  Ai i i1 2 3
, ,
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∆εδοµένης της απάντησης στο (β), αυτό είναι το ευκολότερο βήµα της

άσκησης. Εδώ δεν δικαιολογούνται λάθη, διότι πρόκειται περί απλής

αντικατάστασης. Το µόνο λάθος, που ίσως δικαιολογείται, είναι η λαν-

θασµένη αντιστοίχηση τιµών στους δείκτες, π.χ. 2, 3, 1990 αντί 3, 2,

1990. Αυτό το σηµείο θέλει µια προσοχή.

Στο σχήµα, βλέπετε και µια γραφική απεικόνιση του τρισδιάστατου

πίνακα (η οποία δεν ζητείται από την άσκηση). Οι τιµές είναι εικονι-

κές και παριστάνουν επιδόσεις, π.χ. στο άλµα επί κοντώ. Παρατηρή-

στε ότι ένας τρισδιάστατος πίνακας θα µπορούσε να θεωρηθεί σαν µια

σειρά δισδιάστατων πινάκων που θυµίζει καρτέλες ή σελίδες βιβλίου.

Πράγµατι, στην περίπτωση του τρισδιάστατου πίνακα, διακρίνουµε

γραµµές, στήλες και σελίδες (pages).
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2.2

α) Για ένα συµµετρικό πίνακα Α ισχύει Ai,j = Aj,i για κάθε i, j. Εποµέ-

νως, όλα τα στοιχεία ενός συµµετρικού πίνακα, πλην αυτών της

(κύριας) διαγωνίου, είναι διπλά. Η διαγώνιος παίζει το ρόλο του

άξονα συµµετρίας. Εφόσον, λοιπόν, υπάρχουν διπλά στοιχεία θα

µπορούσαν να καταχωρηθούν µια φορά. Αν υποθέσουµε ότι κρα-

τάµε µόνο τα στοιχεία της διαγωνίου (i = j) και αυτά που είναι κάτω

από τη διαγώνιο (i ≥ j), τότε η κατάσταση που διαµορφώνεται είναι

η ίδια µε αυτή του κάτω τριγωνικού πίνακα. Άρα, το πλήθος των

στοιχείων που θα αποθηκεύσουµε είναι (τύπος 2.13)

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
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·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜



1 7 8 ¢ O M E ™  ¢ E ¢ O M E N ø N

Το κέρδος εποµένως, είναι

(2.20)

στοιχεία, τα οποία πολλαπλασιαζόµενα µε το L µας δίνουν το κέρ-

δος σε χώρο µνήµης.

Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό έγινε σχετικά εύκολη µε την παρα-

πάνω έξυπνη παρατήρηση της οµοιότητας του προβλήµατος, µε

αυτό ενός κάτω τριγωνικού πίνακα. Αν κάνατε την ίδια παρατήρη-

ση, συγχαρητήρια! Αν επαναλάβατε παρόµοια διαδικασία µε αυτή

του τριγωνικού πίνακα στην τελευταία υποενότητα και βρήκατε το

ίδιο αποτέλεσµα, µπράβο σας! Αν δεν τα καταφέρατε, µελετήστε

πιο προσεκτικά την περίπτωση του τριγωνικού πίνακα στο τέλος

της υποενότητας «2.1.6 Ειδικοί Πίνακες». Η παραπάνω έξυπνη

παρατήρηση κάνει εύκολη την απάντηση και στα δύο επόµενα

ερωτήµατα.

β) Αν υποθέσουµε ότι η αποθήκευση γίνεται κατά γραµµές, τότε

έχουµε τα ίδια στοιχεία αποθηκευόµενα µε τον ίδιο τρόπο, όπως

και στην περίπτωση του κάτω τριγωνικού πίνακα. Εποµένως, θα

έχουµε την ίδια ΣΑΠ, αυτή που δίνεται από τους τύπους (2.14)

και (2.15).

γ) Ο αντίστοιχος µονοδιάστατος πίνακας θα έχει το ίδιο πλήθος στοι-

χείων, όπως και στη περίπτωση του τριγωνικού πίνακα, που δίνε-

ται από τον τύπο (2.16). Επίσης, ο τύπος αντιστοίχησης των στοι-

χείων του συµµετρικού και του ισοδύναµου µονοδιάστατου θα

είναι ο (2.17).

δ) Το µόνο που αλλάζει στον συµµετρικό πίνακα σε σχέση µε τον κάτω

τριγωνικό είναι ότι τώρα στο στοιχείο µε δείκτη k του DA δεν αντι-

στοιχεί µόνο το στοιχείο του Α µε δείκτες (i, j) αλλά και αυτό µε

δείκτες (j, i). Με βάση αυτή την παρατήρηση, οι ζητούµενοι αλγό-

ριθµοι είναι οι παρακάτω:

  
K = - + = -

n
n n n n2 1

2

1

2

( ) ( )

  
S = +n n( )

.
1

2
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2.3

Βοηθητικά Στοιχεία

Αν δεν είστε σίγουροι ότι η απάντησή σας είναι σωστή ή δεν µπορέ-

σατε να καταλήξετε σε ολοκληρωµένη απάντηση, πριν προχωρήσετε

στην µελέτη της απάντησης που δίνεται εδώ, µελετήστε τον παρακά-

τω Αλγόριθµο 2.1α, που αποτελεί µια παραλλαγή του Αλγορίθµου 2.1.

Αφού τον µελετήσετε, προσπαθήστε µε βάση αυτόν να σχεδιάσετε τον

ζητούµενο αλγόριθµο. Ο αλγόριθµος αυτός έχει περισσότερα συγγε-

νή στοιχεία µε αυτόν της απάντησης.

Στον αλγόριθµο αυτό χρησιµοποιούµε επί πλέον τη µεταβλητή

EURESH για καταχώρηση της επιτυχίας (TRUE) ή της αποτυχίας

(FALSE) της αναζήτησης. Η λογική του αλγορίθµου είναι η ίδια µε

αυτή του αρχικού, απλώς χρησιµοποιείται αυτή η επί πλέον µεταβλη-

τή που κάνει τον αλγόριθµο πιο κατανοητό.

Απάντηση

Η βασική ιδέα στην οποία στηρίζεται ο ζητούµενος αλγόριθµος είναι
ότι η αναζήτηση δεν πρέπει να σταµατά όταν βρει το πρώτο ζητούµε-
νο στοιχείο, αλλά σε κάθε περίπτωση, συνεχίζει µέχρι το τελευταίο
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ENHMEROSH (I, J, X, DA)

1 if I ≥ J

2 then K ¨̈ ((I * (I-1)/2) + J)

3 else K ¨̈ ((J * (J-1)/2) + I)

endif

4 DA[K] ¨̈ X

ANAKTΗSΗ (I, J, DA)

1 if I < J

2 then Χ ¨̈ 0

3 else K ¨̈ ((I * (I-1)/2) + J)

endif

4 Χ ¨̈ DA[K]

5 print Χ

Το χαρακτηριστικό και στους δύο αλγορίθµους είναι ότι για τα συµ-
µετρικά στοιχεία (i, j) και (j, i) καταλήγουµε στην ίδια τιµή για τον
ισοδύναµο δείκτη k, λόγω εναλλαγής των I, J στα βήµατα 2 και 3.

Αν τα καταφέρατε και δω, τότε πήγατε θαυµάσια στην άσκηση αυτή,
που θα µπορούσαµε να την χαρακτηρίσουµε δύσκολη. Αν όχι, δεν
υπάρχει λόγος ανησυχίας. Μελετήστε προσεκτικότερα το αντίστοιχο
πρόβληµα του τριγωνικού πίνακα στην υποενότητα «2.1.6 Ειδικοί
Πίνακες» και επανέλθετε.
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στοιχείο του πίνακα, για ενδεχόµενη ανεύρεση και άλλων ίδιων στοι-
χείων. Αν κάνατε αυτή τη σκέψη, τότε κάνατε µια καλή αρχή και συλ-
λάβατε την ουσία της διαφοράς από το βασικό αλγόριθµο. Αν όχι, µην
απογοητεύεστε, διότι αυτή είναι ουσιαστικά η πρώτη άσκηση τροπο-
ποίησης αλγορίθµου που αναλάβατε να φέρετε εις πέρας µόνοι σας
και χρειάζεστε κάποια εξοικείωση. Ο τροποποιηµένος αλγόριθµος
παρουσιάζεται στο παρακάτω πλαίσιο ως Αλγόριθµος Α2.3 (GRAM-
ANAZHTHSH-OLWN).

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 2.1α: ΓPAMMIKH ANAZHTHΣH (ΠAPAΛΛAΓH)

Είσοδος: Ένας πίνακας (Α), το µέγεθος του πίνακα (Ν) και η προς αναζήτηση τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει τη θέση του στοιχείου στον πίνακα σε περίπτωση επιτυχίας ή µήνυ-

µα αποτυχίας. Εσωτερικά  δεν συµβαίνει τίποτα.

GRAM-ANAZHTHSH(A, Ν, X)

1 I ¨̈ 1 , EURESH ¨̈ FALSE {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while (not EURESH) and (I £ Ν) {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 if A[I]=X

4 then EURESH ¨̈ TRUE {Καταγραφή επιτυχίας}

5 else I ¨̈ I + 1 {Ενηµέρωση δείκτη θέσης}

endif

endwhile

6 if EURESH=TRUE {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

7 then print I {Επιστροφή θέσης στοιχείου}

8 else print �ΑΠΟΤΥΧΙΑ� {Επιστροφή µηνύµατος αποτυχίας}

endif

Τώρα, η συνθήκη λήξης της αναζήτησης σχετίζεται µε το αν έχουµε

φτάσει στο τέλος του πίνακα (Ι £  Ν) (βήµα 2) και όχι και µε την επι-

τυχία της αναζήτησης, όπως ο αρχικός. Επίσης, µια άλλη βασική

σκέψη είναι ότι πρέπει να επιστρέφει στην έξοδο τη θέση κάθε στοι-

χείου που έχει την ζητούµενη τιµή µόλις το βρίσκουµε, αλλιώς πρέπει

να βρούµε ένα τρόπο να αποθηκεύουµε τις θέσεις των στοιχείων

αυτών και να τις επιστρέφουµε στο τέλος. Αυτό όµως είναι πολύ

δύσκολο, διότι δεν είναι γνωστός ο αριθµός των τέτοιων στοιχείων εκ

των προτέρων. Αν κάνατε και αυτή τη σκέψη, τότε πάτε πολύ καλά.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜



Αν όχι, µην απογοητεύεστε, είναι αρχή ακόµη.

Παρατηρήστε ότι τώρα ο δείκτης Ι αυξάνεται σε κάθε επανάληψη του

σώµατος της διάταξης while (βήµατα 2-6), ανεξαρτήτως αν έχουµε επι-

τυχία ή όχι στο τρέχον βήµα αναζήτησης. Γι�αυτό το αντίστοιχο βήµα

(βήµα 6), βρίσκεται εκτός της πρώτης διάταξης if (βήµατα 3-5), σε

αντίθεση µε τον βασικό Αλγόριθµο 2.1. Αν και αυτό το κάνατε σωστά,

τότε συγχαρητήρια! Αν όχι, πρέπει να είστε προσεκτικοί σε τέτοια λάθη.

Μελετήστε προσεκτικά τη διαφορά αυτή στους δύο αλγορίθµους.

1 8 1A ¶ A N T H ™ E I ™  A ™ K H ™ E ø N  AY T O A • I O § O ° H ™ H ™  K E º A § A I O Y  2

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α2.3: ΠOΛΛAΠΛH ΓPAMMIKH ANAZHTHΣH

Είσοδος:Ένας πίνακας (Α), το µέγεθος του πίνακα (Ν) και η προς αναζήτηση τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει τις θέσεις του στοιχείου στον πίνακα, σε περίπτωση επιτυχίας, ή

µήνυµα αποτυχίας. Εσωτερικά , δεν συµβαίνει τίποτα.

GRAM-ANAZHTHSH-OLWN(A, Ν, X)

1 I ¨̈ , EURESH ¨̈ FALSE {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while I £ Ν {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 if A[I]=X {Σύγκριση στοιχείου}

4 then EURESH ¨̈ TRUE {Καταχώρηση επιτυχίας}

5 print I {Επιστροφή θέσης στοιχείου}

endif

6 I ¨̈ I + 1 {Ενηµέρωση δείκτη θέσης}

endwhile

7 if EURESH=FALSE {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

8 print �ΑΠΟΤΥΧΙΑ� {Επιστροφή µηνύµατος αποτυχίας}

endif

2.4

Ο ζητούµενος αλγόριθµος παρουσιάζεται στο επόµενο πλαίσιο και

αποτελεί επέκταση του Αλγορίθµου 2.2. Η βασική διαδικασία είναι η

ακόλουθη: Συγκρίνουµε τη δοθείσα τιµή µε τις τιµές των δύο στοι-

χείων που οι δείκτες τους τριχοτοµούν τον πίνακα. Αν κάποιο από αυτά

είναι το ζητούµενο, σταµατά η αναζήτηση (επιτυχία). Αν όχι, επιλέ-

γουµε από τα τρία τµήµατα αυτό στο οποίο πρέπει να βρίσκεται το

ζητούµενο στοιχείο και συνεχίζουµε µε την ίδια διαδικασία. 

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α2.4: TPIA∆IKH ANAZHTHΣH

Είσοδος: Ένας πίνακας (Α), το µέγεθος του πίνακα (Ν) και η προς αναζήτηση τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει τη θέση του στοιχείου στον πίνακα, σε περίπτωση επιτυχίας, ή µήνυ-

µα αποτυχίας. Εσωτερικά,  δεν συµβαίνει τίποτα.

TRIAD-ANAZHTHSH (A, Ν, X)

1 NL ¨̈ 1, NU ¨̈ Ν {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 T1 ¨̈ [(2*NL+NU)/3], T2 ¨̈ [(NL+2*NU)/3] {∆είκτες τριχοτόµησης}

3 while (A[T1] π X) and (A[T2] π X) and (NL £ NU) {Συνθήκη επανάληψης}

4 if A[T2] < X {Σύγκριση στοιχείων}

5 then NL ¨̈ T2 + 1 {Ενηµέρωση κάτω ορίου}

6 else if A[T1] < X {Σύγκριση στοιχείων}

7 then NL ¨̈ T1+1, NU ¨̈ T2-1 {Ενηµέρωση ορίων}

else NU ¨̈ T1-1 {Ενηµέρωση πάνω ορίου}

endif

endif

9 T1 ¨̈ [(2*NL+NU)/3], T2 ¨̈ [(NL+2*NU)/3] {Εύρεση νέων ορίων }

endwhile

10 if A[Τ1] = X {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

11 then print Τ1 {Επιστροφή θέσης στοιχείου}

12 else if A[Τ2] = X {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

13 then print Τ2 {Επιστροφή θέσης στοιχείου}

14 else print �ΑΠΟΤΥΧΙΑ� {Mήνυµα αποτυχίας}

endif

endif

Τα βασικά σηµεία για τη σχεδίαση του αλγορίθµου είναι τα εξής:

Πρώτον, η εύρεση των τύπων υπολογισµού των δύο δεικτών που τρι-

χοτοµούν τον πίνακα (ή το τρέχον τµήµα του πίνακα). Αυτό γίνεται ως

εξής Aν ΝL και NU είναι ο µικρότερος και µεγαλύτερος δείκτης του

πίνακα (τµήµατος) αντίστοιχα, τότε ο µικρότερος από τους δύο δεί-

κτες τριχοτόµησης θα είναι Τ1 = NL + (NU - NL)/3 = (2NL + NU)/3,

ενώ ο µεγαλύτερος T2 = NU - (NU - NL)/3 = (NL + 2NU)/3 και τα

τρία τµήµατα είναι τα [NL, T1] (αριστερό), [T1, T2] (µεσαίο) και [T2,

NU] (δεξιό). Αν καταλήξατε σ' αυτά τα αποτελέσµατα, κάνατε ένα
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3.1

Η διαφορά του προβλήµατος που θέτει η άσκηση αυτή µε εκείνο που

αντιµετωπίζει ο βασικός αλγόριθµος 3.5 είναι ότι εδώ, δε δίνεται η

θέση εισαγωγής του στοιχείου, διότι δεν απαιτείται, και είναι ένα από

τα επί µέρους προβλήµατα που πρέπει να λύσει ο αλγόριθµος που θα

καλό πρώτο βήµα. Αν όχι, ελέγξτε πάλι τους υπολογισµούς σας.

∆εύτερον, πρέπει να προσδιορίσουµε τη νέα συνθήκη της διάταξης

επανάληψης while. Η επανάληψη τερµατίζεται, α) όταν έχουµε εξα-

ντλήσει τον πίνακα, δηλ. NL > NU (αποτυχία), β) όταν βρούµε το

ζητούµενο στοιχείο, δηλαδή όταν Α[Τ1] = Χ ή Α[Τ2] = Χ. Εποµένως,

το σώµα της διάταξης while θα εκτελείται ενόσω Α[Τ1] π Χ και 

Α[Τ2] π Χ και NL £  NU. Αν µια από τις σχέσεις αυτές δεν αληθεύει,

τότε σταµατά η εκτέλεση. Αν προσδιορίσατε σωστά και τις συνθήκες,

µπράβο σας! Αν όχι, µελετήστε µε προσοχή το επόµενο σηµείο, ακρι-

βώς παρακάτω.

Τρίτον, πρέπει να προσδιορίσουµε τη λογική επιλογής του ενός από

τα τρία τµήµατα και τις µικροαλλαγές στα άκρα του. Η λογική αυτή

έχει ως εξής: 

α) Αν Χ > Α[Τ2], τότε επιλέγουµε το δεξιό τµήµα, διότι το Χ δεν µπο-

ρεί να βρίσκεται στα προηγούµενα, αφού ο πίνακας είναι διατεταγ-

µένος. Στην περίπτωση αυτή, το νέο υπό εξέταση τµήµα είναι το

[Τ2 + 1, NU], διότι το Α[Τ2] έχει ελεγχθεί ως προς την ισότητα, στη

συνθήκη της διάταξης while.

β) Αν Χ > Α[Τ1] και Χ < Α[Τ2], τότε επιλέγουµε το µεσαίο τµήµα και,

το νέο υπό εξέταση τµήµα είναι το [Τ1 + 1, Τ2 - 1] πάλι, διότι τα

Α[Τ1], Α[Τ2] έχουν ελεγχθεί ως προς την ισότητα, στη συνθήκη της

διάταξης επανάληψης.

γ) Στην αποµένουσα περίπτωση, Χ < Α[Τ1], επιλέγουµε το αριστερό

τµήµα, και το νέο τµήµα είναι το [NL, Τ1 - 1].

Η λογική αυτή αντικατοπτρίζεται στον παραπάνω αλγόριθµο. Αν και

σ' αυτό το σηµείο είστε επιτυχείς, συγχαρητήρια! Αν όχι, µην απο-

γοητεύεστε, αυτή είναι µια, σχετικά, δύσκολη άσκηση. Μελετήστε τη

προσεκτικά και τρέξτε τον αλγόριθµο βήµα-βήµα για ένα συγκεκρι-

µένο πίνακα, για να κατανοήσετε τη λειτουργία του.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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σχεδιάσουµε. Αυτή είναι µια βασική παρατήρηση, που αν την κάνα-

τε, είστε στον σωστό δρόµο. Αν όχι, τότε σκεφθείτε ποια διαφορά θα

υπήρχε µεταξύ των δύο προβληµάτων.

Η βασική σκέψη για τη σχεδίαση του αλγορίθµου είναι ότι πρέπει να

αποτελείται από δύο τµήµατα. Το πρώτο τµήµα θα προσδιορίζει τη

θέση εισαγωγής µε βάση τη διάταξη και το δεύτερο θα πραγµατοποι-

εί την εισαγωγή µε τον ίδιο τρόπο όπως και ο Αλγόριθµος 3.2. Αν σκε-

φθήκατε έτσι, τότε µπράβο σας! Έχετε κάνει ένα µεγάλο βήµα για την

απάντηση. Αν όχι, τότε πιθανόν να καταλήξετε σε µια πιο πολύπλοκη

ή και λανθασµένη απάντηση. Όµως, µην απογοητεύεστε, διότι µπορεί

να υπάρχουν περισσότεροι από ένας αλγόριθµοι, αφ' ενός, και τα λάθη

είναι αυτά που µας κάνουν να µαθαίνουµε, αφ' ετέρου.

Ο προσδιορισµός της θέσης εισαγωγής επιτυγχάνεται µε διαδοχικές

συγκρίσεις του Χ (της δοθείσας τιµής) µε τις τιµές των στοιχείων της

λίστας. Η θέση εισαγωγής είναι αυτή για την οποία, πρώτη φορά θα

συµβεί, η τιµή του στοιχείου να είναι µεγαλύτερη από τη δοθείσα, ενώ

προηγουµένως ήταν µικρότερη.

Ο αλγόριθµος παρουσιάζεται στο παρακάτω πλαίσιο ως Αλγόριθµος

Α3.1 (DIAT-SL-EISAGWGH). Το πρώτο τµήµα του αποτελείται από

τα βήµατα 1-3. Η συνθήκη της διάταξης while στο τµήµα αυτό, αφ'

ενός µεν εξασφαλίζει ότι θα σταµατήσει η επανάληψη, δηλαδή η αύξη-

ση του µετρητή Ι (βήµα 3), όταν βρεθεί η θέση εισαγωγής (δηλαδή

όταν Χ < L[Ι]), αφ' ετέρου δε ότι δεν θα υπερβεί το µέγεθος της λίστας

(δηλαδή ότι δεν θα γίνει Ι > T). Αν το σχεδιάσατε παρόµοια, συγχα-

ρητήρια! Αυτό ήταν ουσιαστικά το νέο στοιχείο του αλγορίθµου. Αν

όχι, τότε ενδεχοµένως να σχεδιάσατε ένα πιο πολύπλοκο αλγόριθµο,

που όµως µπορεί να δουλεύει σωστά. 

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜



Το δεύτερο τµήµα, βήµατα 4-9, είναι αντιγραφή του Αλγορίθµου 3.2,

πλην του ελέγχου υπερχείλισης (βήµατα 1-2), που παραλείπεται για

λόγους απλότητας. ∆εν απαιτείται καµία αλλαγή. ∆ουλεύει σωστά και

στις ακραίες περιπτώσεις, όταν δηλαδή το Χ είναι είτε µικρότερο είτε

µεγαλύτερο από όλα τα στοιχεία της λίστας. Αν ο αλγόριθµος που σχε-

διάσατε είναι διαφορετικός, τότε πιθανόν να είναι πιο πολύπλοκος,

λόγω επί πλέον ελέγχων. Για να βεβαιωθείτε για την ορθότητα του

αλγορίθµου σας, τρέξτε παράλληλα τους δύο αλγορίθµους σε συγκε-

κριµένα παραδείγµατα, που να καλύπτουν όλες τις περιπτώσεις, για

να δείτε αν συµπίπτουν τα αποτελέσµατά τους.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α3.1: ∆IATETAΓMENH EIΣAΓΩΓH ΣE ΣYNEXOMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ένας πίνακας (L), το µέγεθός του (Ν), το τρέχον µέγεθος της αντίστοιχης διατεταγµένης

λίστας (T) και η προς εισαγωγή τιµή (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά, γίνονται οι απαραίτητες µετακινήσεις

στοιχείων και ενηµερώνεται ο δείκτης τέλους της λίστας σε περίπτωση επιτυχίας, αλλιώς

τίποτα.

DIAT-SL-EISAGWGH(L, N, T, X)

1 I ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση µετρητή

2 while (I £ T) and (L[I] < X) {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 I ¨̈ I+1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endwhile

4 K ¨̈ T {Αρχικοποίηση µετρητή}

5 while K ≥ I {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

6 L[K+1] ¨̈ L[K] {Μετακίνηση στοιχείου}

7 K ¨̈ K-1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endwhile

8 L[I] ¨̈ X {Καταχώρηση στοιχείου}

9 T ¨̈ T+1 {Ενηµέρωση του δείκτη τέλους}

3.2

Ο ζητούµενος αλγόριθµος είναι ένας συνδυασµός αναζήτησης και δια-

γραφής, όπως και ο Π3.3. Βέβαια, η αναζήτηση τώρα δεν αφορά την

πρώτη εµφάνιση του ζητούµενου στοιχείου, αλλά όλες. Εποµένως,
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Η βασική ιδέα στην οποία στηρίζεται ο ζητούµενος αλγόριθµος είναι

ότι κατά την αναζήτηση, µόλις βρίσκουµε ένα στοιχείο µε τιµή ίση µε

τη δοθείσα το διαγράφουµε πρώτα και, κατόπιν συνεχίζουµε την ανα-

ζήτηση του επόµενου στοιχείου κ.ο.κ. Αν σκεφθήκατε µε παρόµοιο

τρόπο, συγχαρητήρια! Αυτό αποτελεί το βασικό κορµό του αλγορίθ-

µου. Αν όχι, τότε πιθανό να µπλεχτήκατε σε λεπτοµέρειες που, ενδε-

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α3.2: ΠOΛΛAΠΛH ∆IAΓPAΦH ΣE ΣYNEXOMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ένας πίνακας (L), το τρέχον µέγεθος της αντίστοιχης συνεχόµενης λίστας (T) και η τιµή

των προς διαγραφή κόµβων (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα αποτυχίας όταν δεν υπάρχουν στοιχεία, αλλιώς τίποτα. Εσω-

τερικά, γίνονται µετακινήσεις στοιχείων λόγω διαγραφών σε περίπτωση επιτυχίας, αλλιώς

τίποτα.

SL-DIAGRAFH-OLWN(L, T, X)

1 I ¨̈ 1 , EURESH ¨̈ FALSE {Αρχικοποίηση µεταβλητών}

2 while I £ Τ {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

3 if L[I]=X {Έλεγχος ζητουµένου στοιχείου}

4 then EURESH ¨̈ TRUE {Καταχώρηση επιτυχίας}

5 for K = I to T-1 {Καθορισµός ορίων επανάληψης}

6 L[K] ¨̈ L[K+1] {Μετακίνηση µια θέση αριστερά}

endfor

7 T ¨̈ T-1 {Ενηµέρωση δείκτη τέλους }

8 else I ¨̈ I + 1 {Αύξηση δείκτη θέσης κατά ένα}

endif

endwhile

9 if EURESH=FALSE {Αναγνώριση αποτελέσµατος}

10 print �ΑΝΥΠΑΡΚΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ� {Μήνυµα αποτυχίας}

endif

όσον αφορά την αναζήτηση, θα στηριχθούµε στον Αλγόριθµο Α2.3

και, όσον αφορά την διαγραφή, στον Αλγόριθµο 3.3. Αν κάνατε αυτές

τις βασικές παρατηρήσεις, τότε µπράβο σας! Έχετε κάνει ένα µεγάλο

βήµα προς τη σωστή σχεδίαση. Αν όχι, µην απογοητεύεστε. Πρέπει να

συνηθίσετε να σκέφτεστε πρώτα σε πιο αφηρηµένο επίπεδο και µετά

να µπαίνετε στις λεπτοµέρειες του αλγορίθµου.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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3.3

Η πρώτη σκέψη που µπορούµε να κάνουµε για τη σχεδίαση αυτού του

αλγορίθµου είναι ότι πρέπει να βρούµε, κατ' αρχήν, τους δείκτες στον

Κ-οστό και Μ-οστό κόµβο της λίστας, για να µπορούµε να τους προ-

σπελάσουµε. Αν κάνατε αυτή τη σκέψη, τότε κάνατε µια πολύ καλή

αρχή. Αν όχι, ξαναµελετήστε τους αλγορίθµους που αναφέρονται σε

συνδεµένες λίστες για να διαπιστώσετε ότι η προσπέλαση ενός κόµ-

βου απαιτεί την γνώση του δείκτη στον κόµβο.

Για τη συνέχεια, θεωρούµε ότι Κ < Μ. Για να βρούµε τους ζητούµε-

νους δείκτες θα πρέπει, ξεκινώντας από την αρχή της λίστας, να περά-

σουµε από ένα-ένα κόµβο µετρώντας τη θέση του από την αρχή της

λίστας και να κρατήσουµε τους δείκτες στον Κ-οστό και Μ-οστό

κόµβο. Αυτή η διαδικασία δεν χρειάζεται να προχωρήσει πέραν του

Μ-οστού κόµβου, διότι δεν έχει νόηµα. Αν κάνατε παρόµοια σκέψη,

µπράβο σας! Είναι το δεύτερο βήµα για τη σχεδίαση του αλγορίθµου.

Αν όχι, ρίξτε µια µατιά στο Παράδειγµα 3.4. Μια τέτοια διαδικασία

για την εύρεση του δείκτη στον Κ-οστό κόµβο υπάρχει στον Αλγό-

ριθµο Π3.4.

Στηριζόµενοι στις παραπάνω σκέψεις, σχεδιάζουµε το πρώτο τµήµα

του Αλγορίθµου Α3.3, που είναι ο ζητούµενος αλγόριθµος και παρου-

σιάζεται στο παρακάτω πλαίσιο. Το πρώτο αυτό τµήµα αποτελείται

βασικά από µια διάταξη επανάληψης while (βήµατα 2-6) που βασίζε-

ται στην αντίστοιχη διάταξη του Αλγορίθµου Π3.4. Τώρα, βέβαια, τη

θέση του δείκτη ΡΚ έχει πάρει ο ΡΜ, λείπει ο δείκτης ΡΙ, διότι δεν

χοµένως, να κάνουν τον αλγόριθµό σας πιο πολύπλοκο και, ενδεχο-

µένως, να µην δουλεύει σωστά σε όλα του τα τµήµατα. Προσπαθήστε

να µάθετε να σκέφτεστε πιο απλά.

Ο ζητούµενος αλγόριθµος παρουσιάζεται στο παραπάνω πλαίσιο, ως

Αλγόριθµος Α3.3 (SL- DIAGRAFH-OLWN). Ουσιαστικά, είναι ο

Αλγόριθµος Α2.3 (µε L όπου Α), όπου όµως, κάθε φορά που βρί-

σκουµε ένα ζητούµενο στοιχείο (βήµα 3), ξεκινά µια διαδικασία δια-

γραφής του (βήµατα 5-7), που είναι παρόµοια µε αυτή του βασικού

αλγορίθµου διαγραφής (Αλγόριθµος 3.3). Όπως και στον Αλγόριθµο

Α2.3, χρησιµοποιούµε την τοπική µεταβλητή EURESH.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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ενδιαφερόµαστε για διαγραφή και έχει προστεθεί µια διάταξη if (βήµα-

τα 3-4) για την αποθήκευση του δείκτη στον Κ-οστό κόµβο που θα τον

συναντήσουµε πριν τον Μ-οστό. Αν υλοποιήσατε τη σκέψη σας έτσι

ή παρόµοια, συγχαρητήρια! Είναι µια πολύ καλή λύση. Αν όχι, δεν πει-

ράζει, µπορεί να έχετε βρει µια πιο πολύπλοκη, αλλά σωστή λύση. 

Το αποτέλεσµα λοιπόν του πρώτου τµήµατος του αλγορίθµου είναι η
εύρεση των δεικτών στους κόµβους µε θέσεις Κ και Μ από την αρχή
και η αποθήκευσή τους στις βοηθητικές µεταβλητές (δείκτη) ΡΚ και
ΡΜ, αντίστοιχα. Το δεύτερο τµήµα του αλγορίθµου δεν αποµένει παρά
να πραγµατοποιεί την εναλλαγή των στοιχείων των κόµβων αυτών.
Αυτό δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε ένα βήµα. Απαιτείται µια
βοηθητική µεταβλητή (Χ) σαν ενδιάµεσος χώρος αποθήκευσης. Έτσι,
καταχωρούµε κατ�αρχήν, την τιµή του στοιχείου (του κόµβου) Κ στην
Χ (βήµα 8). Κατόπιν, καταχωρούµε την τιµή του στοιχείου Μ σαν τιµή
του στοιχείου Κ (βήµα 9). Τέλος, καταχωρούµε την τιµή του Χ σαν
τιµή του στοιχείου (του κόµβου) Μ (βήµα 10). Όλα αυτά είναι έτσι,
αν το µήκος της λίστας είναι µεγαλύτερο του Μ. Αν δεν είναι, τότε θα
γίνει ΡΜ = NIL και θα ενεργοποιηθεί το βήµα 11 για την επιστροφή
µηνύµατος λάθους. Αν το κάνατε έτσι, συγχαρητήρια! Αν όχι, συγκρί-
νετε τη δική σας λύση µε αυτή του Αλγορίθµου Α3.3 και βρείτε τις
διαφορές ή τα λάθη σας.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α3.3: ENAΛΛAΓH ΣTOIXEIΩN ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΛIΣTA

Είσοδος: Ο δείκτης αρχής µιας απλά συνδεδεµένης λίστας (L) και δύο ακέραιοι διατεταγµένοι αριθ-

µοί (Κ, Μ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα λάθους σε περίπτωση ανυπαρξίας Κ-οστού ή Μ-οστού κόµ-

βου, αλλιώς τίποτα. Εσωτερικά, γίνονται µεταβολές στη λίστα σε περίπτωση επιτυχίας,

αλλιώς τίποτα. 

DL-ENALLAGH(L, K, M)

1 PΜ ¨̈ L , Ι ¨̈ 1 {Αρχικοποίηση}

2 while (PΜ π NIL) and (Ι £  Μ) {Έλεγχος τέλους}

3 if I = K {Ανίχνευση κόµβου Κ}

4 then PK ¨̈ PM {Ενηµέρωση δείκτη Κ}

endif

5 PM ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(PM)) {Ενηµέρωση δείκτη Μ}

6 I ¨̈ I+1 {Ενηµέρωση µετρητή}

endwhile

7 if (PM π  NIL) {Έλεγχος αποτελέσµατος}

8 then X ¨̈ STOIXEIO(KOMBOS(PK))

9 STOIXEIO(KOMBOS(PK)) ¨̈ STOIXEIO(KOMBOS(PM))

10 STOIXEIO(KOMBOS(PM)) ¨̈ X

11 else print �ΑΝΥΠΑΡΚΤO ΣΤΟΙΧΕΙΟ� {Μήνυµα λάθους}

endif

3.4

Το πρόβληµα αυτό είναι µια παραλλαγή του προβλήµατος που λύνει

ο Αλγόριθµος 3.6. Τώρα, δε µας δίνεται ο δείκτης στον προηγούµενο

κόµβο, αλλά η τιµή του προς διαγραφή στοιχείου και φυσικά, ο δεί-

κτης αρχής της λίστας, αφού πρόκειται για συνδεδεµένη λίστα. Επο-

µένως, µια βασική παρατήρηση είναι ότι πρέπει να βρούµε πρώτα το

στοιχείο µε τη δοθείσα τιµή και µετά να το διαγράψουµε. Αν κάνατε

αυτή την παρατήρηση, τότε κάνατε ένα καλό πρώτο βήµα.

Η βασική ιδέα που πηγάζει από την παραπάνω παρατήρηση είναι ότι

ο αλγόριθµος θα έχει δύο τµήµατα. Στο πρώτο, αναζητούµε τον κόµβο

του οποίου το στοιχείο του έχει τη δοθείσα τιµή και στο δεύτερο τον
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α3.4:∆IAΓPAΦH ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΛIΣTA (ΠAPAΛΛAΓH)

Είσοδος: Ο δείκτης αρχής µιας απλά συνδεδεµένης λίστας (L) και η τιµή του προς διαγραφή στοι-

χείου (Χ).

Έξοδος: Εξωτερικά, επιστρέφει µήνυµα αποτυχίας σε περίπτωση που δεν υπάρχει στοιχείο, αλλιώς

τίποτα. Εσωτερικά, γίνονται αλλαγές στη λίστα σε περίπτωση επιτυχίας, αλλιώς τίποτα.

DL-DIAGRAFΗ-S(L, X)

1 P ¨̈ L {Αρχικοποίηση}

2 while (P π NIL) and (STOIXEIO(KOMBOS(P)) π X) {Έλεγχος}

3 PI ¨̈ P {Ενηµέρωση}

4 P ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(P)) {Ενηµέρωση}

endwhile

5 if P = NIL {Έλεγχος}

6 then print �ΑΝΥΠΑΡΚΤΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ� {Αποτυχία}

7 else DEIKTHS(KOMBOS(PI)) ¨̈ DEIKTHS(KOMBOS(P)) {Επιτυχία}

endif

Ο αλγόριθµος παρουσιάζεται στο παραπάνω πλαίσιο ως Αλγόριθµος
Α3.4 (DL-DIAGRAFH-S). Η τοπική µεταβλητή Ρ αντιπροσωπεύει τον
δείκτη στον τρέχοντα κόµβο, ενώ η ΡΙ στον προηγούµενο του τρέχο-
ντα κόµβου. Ξεκινάµε από την αρχή της λίστας (βήµα 1: P ¨̈ L) και
προχωρούµε από κόµβο σε κόµβο εξετάζοντας αν το στοιχείο του κόµ-
βου είναι ίσο µε Χ µέσω της διάταξης while (βήµατα 2-4). Αν δεν είναι
(δηλαδή αν STOIXEIO(KOMBOS(P)) π X) και δεν έχουµε φτάσει στο
τέλος της λίστας (δηλαδή αν PΙNIL), τότε καταχωρούµε την τρέχου-
σα τιµή της Ρ στην ΡΙ (ΡΙ¨̈Ρ) και ενηµερώνουµε την Ρ µε την τιµή
του δείκτη στον επόµενο κόµβο (Ρ¨̈DEIKTHS(KOMBOS(P))). Αν
µια από τις δύο σχέσεις της συνθήκης της διάταξης επανάληψης αλη-
θεύει, τότε σταµατά η επανάληψη και µεταβαίνουµε στη διάταξη if
που ακολουθεί (βήµατα 5-7). Η διάταξη while αντιπροσωπεύει το
πρώτο τµήµα του αλγορίθµου, ενώ η διάταξη if το δεύτερο.

διαγράφουµε. Είναι, δηλαδή, ο αλγόριθµος ένας συνδυασµός αναζή-

τησης και διαγραφής. Αν κάνατε και αυτή τη σκέψη, µπράβο σας! Αν

όχι, προσπαθήστε να συνηθίσετε να σκέφτεστε ότι ένας νέος ζητού-

µενος αλγόριθµος πιθανόν να είναι συνδυασµός δύο άλλων βασικών

αλγορίθµων. Μην απογοητεύεστε! Από τα λάθη µας µαθαίνουµε.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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4.1

Όπως και στην περίπτωση της συνεχόµενης στοίβας (Παράδειγµα 4.1),

ο ζητούµενος αλγόριθµος έχει δύο τµήµατα. Το πρώτο αφορά τη δια-

γραφή των κόµβων και στηρίζεται στην επαναληπτική εκτέλεση του

κορµού (βήµα 4) του βασικού αλγορίθµου διαγραφής (Αλγόριθµος

4.4). Το δεύτερο τµήµα αφορά την έξοδο του κατάλληλου αποτελέ-

σµατος, ανάλογα µε την περίπτωση (στοίβα µε τουλάχιστον Κ στοι-

χεία ή µε λιγότερα). Αν προσεγγίσατε έτσι τον ζητούµενο αλγόριθµο,

ξεκινήσατε πολύ καλά. Αν όχι, ξαναδείτε το Παράδειγµα 4.1, που είναι

παρόµοιο.

Ο ζητούµενος αλγόριθµος είναι ο παρακάτω Αλγόριθµος Α4.1 (DS-

DIAGRAFH-KP). Το πρώτο τµήµα συνιστά η διάταξη while (βήµατα

2-5), που επαναλαµβάνει το κύριο βήµα του αλγορίθµου διαγραφής

(βήµα 4). Επιπρόσθετα όµως, υπάρχει η ενηµέρωση του µετρητή Ι

(βήµα 5), που µετρά τον αριθµό των επαναλήψεων (και εποµένως, των

διαγραµµένων κόµβων), και η ενηµέρωση του δείκτη ΡΙ, που αντι-

προσωπεύει τον δείκτη στον προηγούµενο του τρέχοντος (προς δια-

γραφή) κόµβο. Ο ΡΙ είναι απαραίτητος για να είναι δυνατή η επι-

στροφή στην έξοδο του στοιχείου του τελευταίου διαγραφέντος κόµ-

βου (βήµα 8). Αν το κάνατε παρόµοια, µπράβο σας! Αν δεν χρησιµο-

ποιήσατε τον δείκτη ΡΙ, τότε πιθανότατα θα έχει πρόβληµα ο αλγό-

ριθµός σας στην επιστροφή του κατάλληλου αποτελέσµατος ή θα είναι

πιο πολύπλοκος.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

Η χρήση της µεταβλητής ΡΙ είναι απαραίτητη, διότι ο βασικός αλγό-

ριθµος διαγραφής 3.6 απαιτεί τη γνώση του δείκτη στον προηγούµε-

νο του προς διαγραφή κόµβου. Έτσι, το δεύτερο τµήµα του αλγορίθ-

µου δεν είναι παρά ο Αλγόριθµος 3.6 µε µικρές αλλαγές. Πρώτον, ο

έλεγχος εγκυρότητας µετατρέπεται σε έλεγχο επιτυχίας ή αποτυχίας

της αναζήτησης (Ρ = NIL). ∆εύτερον, το βήµα 3 του βασικού αλγο-

ρίθµου δεν χρειάζεται, διότι τώρα η τιµή του Ρ είναι έτοιµη από την

εκτέλεση του πρώτου τµήµατος του αλγορίθµου.



Η επανάληψη σταµατά όταν είτε Ι > Κ είτε S = NIL (δηλαδή αδειάσει

η στοίβα). Τότε, ξεκινά το δεύτερο τµήµα του αλγορίθµου, που απο-

τελείται από µια διάταξη if (βήµατα 6-9). Κατ΄ αρχήν, εξετάζεται αν

η περίπτωση ήταν η οµαλή (βήµα 6), δηλαδή, αν υπήρχαν Κ κόµβοι

στη στοίβα. Αν ναι, τότε επιστρέφει το στοιχείο του Κ-οστού κόµβου

(βήµα 7). Αλλιώς, δηλαδή στην περίπτωση που η στοίβα άδειασε πριν

εξαχθούν Κ κόµβοι, επιστρέφει το στοιχείο του τελευταίου εξαχθέντος

κόµβου (βήµα 8) και το µήνυµα άδειας στοίβας (βήµα 9). Αν και αυτό

το τµήµα το σχεδιάσατε παρόµοια, συγχαρητήρια! Αν η διαφορά σας

είναι κάποιος επιπλέον έλεγχος που ενδεχοµένως δεν είναι απαραίτη-

τος, όπως π.χ., ο έλεγχος για άδεια στοίβα µετά το βήµα 7, οπότε θα

έχετε καταλήξει σε ένα σύνθετο if, δεν είναι τίποτα σπουδαίο, αφού ο

αλγόριθµος είναι σωστός. Αν παραλείψατε όµως κάτι, τότε εξετάστε

αν οι παραπάνω περιπτώσεις ικανοποιούνται από τον αλγόριθµό σας.

Ξανακοιτάξτε το Παράδειγµα 4.1, που είναι ο αντίστοιχος αλγόριθµος

για συνεχόµενη στοίβα.

1 9 2 ¢ O M E ™  ¢ E ¢ O M E N ø N

AΛΓOPIΘMOΣ A4.1: ∆IAΓPAΦH K ΣTOIXEIΩN ΣE ΣYN∆E∆EMENH ΣTOIBA

Eίσοδος : O δείκτης κορυφής µιας µη κενής συνδεδεµένης στοίβας (S) και ένας ακέραιος αριθµός

(K).

Έξοδος : Eξωτερικά, επιστρέφει την τιµή του στοιχείου του τελευταίου διαγραφέντος κόµβου και/ή

µήνυµα άδεια στοίβας. Eσωτερικά, διαγράφονται οι K πρώτοι ή όλοι οι κόµβοι της λίστας.

SS-DIAGRAFH -KP (S,K)

1 I ¨̈ 11 {Aρχικοποίηση µετρητή}

2 while (S / NIL) and (I/K) {Συνθήκη επανάληψης}

3 PI ¨̈  S {Eνηµέρωση βοηθητικού δείκτη}

4 S ¨̈  DEIKTHS(KOMBOS(S)) {Eνηµέρωση δείκτη κορυφής}

5 I ¨̈  I+1 {Eνηµέρωση µετρητή}

endwhile

6 if I = K + 1 {Έλενχος επιτυχίας}

7 then print STOIXEIO(KOMBOS(PI)) {Eπιστροφή K -οστού στοιχείο}

8 else print STOIXEIO(KOMBOS(PI)) {Eπιστροφή τελευταίου στοιχείο}

9 print 'A∆EIA ΣTOIBA' {Mήνυµα άδειας στοίβας}

endif
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4.2

Χρησιµοποιούµε µια στοίβα που τα στοιχεία της είναι αριστερές και

δεξιές παρενθέσεις όλων των τύπων. Η λύση (αλγόριθµος) για τον

έλεγχο µιας αριθµητικής έκφρασης δίνεται στη συνέχεια σε φυσική

γλώσσα.

Η αριθµητική έκφραση σαρώνεται από αριστερά προς τα δεξιά και

κάθε αριστερή παρένθεση οποιουδήποτε τύπου που συναντάται, εισά-

γεται στη στοίβα. Οι άλλοι χαρακτήρες ή αριθµοί παραβλέπονται.

Όταν συναντήσουµε µια δεξιά παρένθεση, τότε:

1. Αν η στοίβα δεν είναι κενή, συγκρίνουµε τη δεξιά παρένθεση µε την

αριστερή που βρίσκεται στην κορυφή της στοίβας και

1.1 αν είναι ίδιου τύπου, εξάγουµε την αριστερή παρένθεση από τη

στοίβα και συνεχίζουµε τη σάρωση

1.2 αν δεν είναι του ίδιου τύπου, η έκφραση έχει πρόβληµα (χρήση

αριστερής και δεξιάς παρένθεσης διαφορετικού τύπου)

2. Αν η στοίβα είναι κενή, η έκφραση έχει πρόβληµα (περισσότερες

δεξιές από αριστερές παρενθέσεις)

3. Όταν φθάσουµε στην τελευταία δεξιά παρένθεση της έκφρασης και

ισχύει το 1.1, τότε

3.1 αν η στοίβα καταλήξει άδεια, η έκφραση είναι σωστή

3.2 αν δεν καταλήξει άδεια, τότε η έκφραση έχει πρόβληµα (περισ-

σότερες αριστερές από δεξιές παρενθέσεις)

Αν δώσατε την ίδια, από πλευράς λογικής, λύση, συγχαρητήρια! Αν
όχι, συγκρίνετε τις δύο λύσεις µέσω παραδειγµάτων που να καλύπτουν
όλες τις δυνατές περιπτώσεις. Αν δυσκολευτήκατε, ξαναµελετήστε την
εφαρµογή της στοίβας στην εκτίµηση αριθµητικών εκφράσεων (υπο-
ενότητα 4.4.2).

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

4.3

Υπόδειξη

Χρησιµοποιήστε µια κενή στοίβα σαν ενδιάµεσο. Αδειάστε δηλαδή

την ουρά στη στοίβα και κατόπιν αδειάστε τη στοίβα πίσω στην ουρά.
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Εποµένως, ο ζητούµενος αλγόριθµος αποτελείται από δύο τµήµατα που

το καθένα υλοποιεί ένα από τα δύο στάδια της παραπάνω διαδικασίας.

Αν κάνατε αυτή τη σκέψη, χωρίς να δείτε την υπόδειξη, συγχαρητήρια!

Αν σκεφτήκατε να χρησιµοποιήσετε ένα κενό πίνακα σαν ενδιάµεσο

όπου θα αποθηκεύσετε τα στοιχεία της ουράς και µετά θα τα επανει-

σάγετε µε αντίστροφη σειρά, και πάλι µπράβο σας, διότι ουσιαστικά η

σκέψη σας αυτή απέχει ένα πολύ µικρό βήµα από την παραπάνω.

Ο ζητούµενος αλγόριθµος είναι ο Αλγόριθµος Α4.3 (SQ-

ANASTROFH) στο παρακάτω πλαίσιο. Χρησιµοποιούµε σαν βοηθη-

τικά στοιχεία δύο τοπικές µεταβλητές-µετρητές (Ι και J) και µια στοί-

βα (S, T). Το πρώτο τµήµα αποτελείται από µια επαναληπτική διάτα-

ξη for (βήµατα 2-4). Σε κάθε επανάληψη, αυξάνεται κατά ένα ο δεί-

κτης κορυφής της στοίβας (βήµα 3) και καταχωρείται το τρέχον πρώτο

στοιχείο της ουράς στη στοίβα, που προσδιορίζεται από την τρέχου-

σα τιµή του Ι, στην κενή θέση της στοίβας που δείχνει ο δείκτης κορυ-

φής (βήµα 4). Στο τέλος των επαναλήψεων, όλα τα στοιχεία της ουράς

έχουν µεταφερθεί στη στοίβα. Αν υλοποιήσατε αυτό το τµήµα µε τον

ίδιο τρόπο µπράβο σας! Αν χρησιµοποιήσατε διάταξη while, ο αλγό-

ριθµός σας µπορεί να είναι σωστός, αρκεί να έχετε συµπεριλάβει στο

σώµα του τα βήµατα 3 και 4 και ένα επιπλέον βήµα για την ενηµέρω-

ση του Ι. Επίσης, θα πρέπει να αρχικοποιείτε το Ι στην τιµή F πριν τη

διάταξη και η συνθήκη επανάληψης να είναι η Ι £  R.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

Απάντηση

Η βασική ιδέα λοιπόν είναι να αδειάσουµε την ουρά σε µια άδεια στοί-

βα και στη συνέχεια τη στοίβα στην άδεια πλέον ουρά. Αυτό, εκ του

φυσικού, αντιστρέφει τη σειρά των στοιχείων στην ουρά. Παρατηρή-

στε το παρακάτω σχήµα που απεικονίζει αυτή τη διαδικασία.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α4.3: ANAΣTPOΦH ΣYNEXOMENHΣ OYPAΣ

Είσοδος: Ένας πίνακας (Q) και οι δείκτες αρχής (F) και τέλους (R) της αντίστοιχης συνεχόµενης

ουράς.

Έξοδος: Εξωτερικά, δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά, αναστρέφεται η σειρά των στοιχείων της

ουράς.

SQ-ANASTROFH (Q, F, R)

1 T ¨̈ 0 {Αρχικοποίηση δείκτη κορυφή }

2 for I ¨̈ F to R {Όρια επανάληψης }

3 T ¨̈ T+1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

4 S[T] ¨̈ Q[I] {Καταχώρηση στη στοίβα}

endfor

5 TX ¨̈ T, FX ¨̈ F {Αρχικοποίηση βοηθητικών δεικτών}

6 for J ¨̈ 1 to TX {Όρια επανάληψης }

7 Q[FX] ¨̈ S[T] {Εισαγωγή στην ουρά}

8 T ¨̈ T-1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

9 FX ¨̈ FX+1 {Ενηµέρωση βοηθητικού δείκτη}

endfor

Το δεύτερο τµήµα του αλγορίθµου είναι µια άλλη διάταξη for (βήµα-

τα 6-9) όπου γίνεται η αντίστροφη διαδικασία. Εδώ, χρησιµοποιούµε

δύο βοηθητικές µεταβλητές που αρχικοποιούνται πριν τη διάταξη

(βήµα 5). Η πρώτη (ΤΧ) χρησιµοποιείται στο όριο επανάληψης (βήµα

6) και η δεύτερη (FX) σαν προσωρινός δείκτης της τρέχουσας αρχής

της ουράς. Σε κάθε επανάληψη, η τρέχουσα κορυφή της στοίβας κατα-

χωρείται στο τέλος της ουράς (βήµα 7) και ενηµερώνονται ο δείκτης

κορυφής (βήµα 8) και ο προσωρινός δείκτης αρχής (βήµα 9). Αν και

αυτό το σχεδιάσατε µε τον ίδιο τρόπο, συγχαρητήρια! Αν χρησιµο-

ποιήσατε διάταξη while, πρέπει να προσέξετε τα ίδια που ελέχθησαν

για το πρώτο τµήµα. Αν δεν το κάνατε µε τον ίδιο τρόπο, ελέγξτε αν

χρησιµοποιήσατε βοηθητικές µεταβλητές ή όχι και γιατί.

5.1

Ξεκινάµε τη σχεδίαση του δέντρου από τη ρίζα του προς τα φύλλα µε

βάση την εξής διαδικασία:
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(1) Βρίσκουµε τη ρίζα του δέντρου. Η ρίζα του δέντρου είναι το πρώτο

στοιχείο στην ακολουθία των κόµβων που προκύπτει από την προ-

διατεταγµένη διαπέραση, διότι, ως γνωστόν, σ� αυτό τον τρόπο δια-

πέρασης επισκεπτόµαστε πρώτα τη ρίζα. Άρα η ρίζα του δέντρου

είναι το �Ζ�.

Αν ξεκινήσατε έτσι, τότε κάνατε µια καλή αρχή. Αν όχι, τότε ρίξτε µια

µατιά στους τρόπους διαπέρασης ενός δέντρου.

(2) Βρίσκουµε το αριστερό παιδί της ρίζας Χρησιµοποιούµε καταρ-

χήν την ακολουθία των κόµβων της ενδοδιατεταγµένης διαπέρασης

για να βρούµε τους κόµβους του αριστερού υποδέντρου του �Ζ�.

Επειδή η ενδοδιατεταγµένη διαπέραση ακολουθεί τη σειρά επίσκε-

ψη αριστερού δέντρου - επίσκεψη ρίζας - επίσκεψη δεξιού δέντρου,

οι αριστερά του �Ζ� ευρισκόµενοι κόµβοι στην ενδοδιατεταγµένη

ακολουθία, δηλαδή οι �Ε�, �Α�, �Γ� και �Κ�, αποτελούν το αριστερό

υποδέντρο. Το αριστερό παιδί του �Ζ�, τώρα, είναι ο πρώτος κόµ-

βος που συναντάµε στην προδιατεταγµένη ακολουθία των κόµβων

του αριστερού δέντρου και είναι ο �Α�. Εποµένως, ο �Α� είναι το αρι-

στερό παιδί του �Ζ�.

Αυτό είναι ένα πιο δύσκολο βήµα. Αν το κάνατε σωστά, συγχαρητή-

ρια! Αν όχι, µην απογοητεύεστε. Χρειάζεται λίγη εξάσκηση παραπά-

νω για να συνηθίσετε το χειρισµό των δέντρων.

(3) Βρίσκουµε το δεξί παιδί της ρίζας. Με τρόπο αντίστοιχο µε το (2)

βρίσκουµε ότι το δεξί υποδέντρο του �Ζ�αποτελείται από τους κόµ-

βους �Η�, �∆�, �Β� και �Θ� και ότι ο �∆� είναι η ρίζα του δεξιού υπο-

δέντρου, δηλαδή το δεξί παιδί του �Ζ�, διότι αυτός είναι, από τους

κόµβους του δεξιού δέντρου, που συναντάµε πρώτον στην προδια-

τεταγµένη ακολουθία.

∆εδοµένου του προηγούµενου βήµατος, αυτό είναι άµεσο επακόλου-

θο. Αν δεν το καταφέρατε, τότε ξαναµελετήστε προσεκτικά το προη-

γούµενο βήµα.

Θεωρώντας τους �Α� και �∆�ως ρίζες, επαναλαµβάνουµε τα παραπά-

νω βήµατα και βρίσκουµε και τα δικά τους παιδιά κ.ο.κ. Τελικά, το

δέντρο που προκύπτει είναι το παρακάτω.

Αν καταλήξατε σ� αυτό το δέντρο, έστω και µε άλλη σειρά σκέψεων,

µπράβο σας! Αν όχι, µην απογοητεύεστε. Ξαναπροσπαθήστε.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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5.2

(α) Το δέντρο κατασκευάζεται σταδιακά, αν εφαρµόσετε τον αλγό-

ριθµο εισαγωγής στοιχείου διαδοχικά για κάθε στοιχείο της ακολου-

θίας. Τα βήµατα της όλης διαδικασίας έχουν ως εξής:

� Το πρώτο στοιχείο (�Ι�), επειδή το δέντρο είναι στην αρχή κενό,

τοποθετείται στη ρίζα του δέντρου.

� Το δεύτερο στοιχείο (�Ρ�), επειδή είναι Ρ > Ι, τοποθετείται ως δεξιό

παιδί του �Ι�.

� Το τρίτο στοιχείο (�∆�), επειδή είναι ∆ < Ι, τοποθετείται ως αριστε-

ρό παιδί του �Ι�.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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Αυτές οι τρεις πρώτες εφαρµογές του αλγορίθµου εισαγωγής είναι η

βάση για τη συνέχεια. Αν τις καταφέρατε, κάνατε µια καλή αρχή. Αν

όχι, µην απογοητεύεστε. Ξαναπροσπαθήστε.

� Στην εισαγωγή του τέταρτου στοιχείου (�Θ�), επειδή είναι Θ < Ι,
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προχωρούµε, καταρχήν, στο αριστερό υποδέντρο. Εκεί, επειδή είναι

Θ > ∆, το �Θ� τοποθετείται ως δεξιό παιδί του �∆�.

� Στο πέµπτο στοιχείο (�Τ�), επειδή είναι Τ > Ι, προχωρούµε στο δεξιό

υποδέντρο. Εκεί, επειδή είναι Τ > Ρ, το �T� τοποθετείται ως δεξιό

παιδί του �Ρ�.

� Στην εισαγωγή του επόµενου στοιχείου �Ε�, επειδή είναι Ε < Ι, προ-

χωρούµε, καταρχήν, στο αριστερό υποδέντρο. Εκεί, επειδή είναι 

Ε > ∆, προχωρούµε στο δεξιό υποδέντρο του �∆�. Στη συνέχεια,

επειδή είναι Ε < Θ, το �E� τοποθετείται ως αριστερό παιδί του �Θ�.

� Στο επόµενο στοιχείο �Μ�, επειδή είναι Μ > Ι, προχωρούµε, καταρ-

χήν, στο δεξιό υποδέντρο. Εκεί, επειδή είναι Μ < Ρ, το �M� τοπο-

θετείται ως αριστερό παιδί του �Ρ�.

Αν κάνατε σωστά και αυτά τα βήµατα, πήγατε πολύ καλά. Αν δεν τα

καταφέρατε κάπου, ξαναπροσπαθήστε. Η διαδικασία αυτή συνεχίζε-

ται και για τα άλλα στοιχεία της ακολουθίας, οπότε προκύπτει το δυα-

δικό δέντρο αναζήτησης, που φαίνεται πιο πάνω. Αν το αποτέλεσµά

σας είναι το ίδιο, µπράβο σας! Αν όχι, ξαναπροσπαθήστε. ∆εν είναι

δύσκολο, είναι θέµα εξοικείωσης.

(β) Ο προς διαγραφή κόµβος �∆� έχει δύο παιδιά (περίπτωση 3 της δια-

δικασίας διαγραφής). Εποµένως, χρειάζεται να βρούµε τον κόµβο που

είναι ο επόµενός του στην ακολουθία των κόµβων που αντιστοιχεί

στην ενδοδιατεταγµένη διαπέραση του δέντρου. Η ακολουθία αυτή

είναι η εξής: �Α�, �∆�, �Ε�, �Η�, �Θ�, �Ι�, �Κ�, �Μ�, �Π�, �Ρ�, �Σ�, �Τ�. 

Εδώ χρειάζεται προσοχή, ώστε να γράψετε σωστά την ενδοδιατεταγ-

µένη ακολουθία των κόµβων. Θυµηθείτε ότι αυτή καταλήγει στην

αλφαβητική (αύξουσα) σειρά των στοιχείων. Μ� αυτό τον τρόπο µπο-

ρείτε να ελέγξετε αν κατασκευάσατε σωστά το δέντρο. Αν το κατα-

φέρατε, µπράβο σας! Αν όχι, εξασκηθείτε στην αναγραφή των ακο-

λουθιών διαπέρασης. Χρησιµοποιήστε και την προηγούµενη άσκηση

αυτοαξιολόγησης για το σκοπό αυτό. 

Ο επόµενος κόµβος του �∆� στην ακολουθία αυτή είναι ο �Ε�. Στη

συνέχεια γίνονται οι παρακάτω µεταβολές:

(α) ∆ιαγράφεται ο �Ε�. Επειδή έχει ένα παιδί (�Η�), διαγραφή του �Ε�

σηµαίνει ότι το παιδί του καταλαµβάνει τη θέση του (περίπτωση 1

διαγραφής).

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

5.3

(α) Το δοθέν δέντρο είναι σωρός, διότι (α1) είναι δυαδικό δέντρο, δηλαδή

κάθε κόµβος του έχει το πολύ δύο παιδιά, (α2) είναι πλήρες δέντρο, διότι

όλα τα επίπεδα, πλην του τελευταίου, έχουν το µέγιστο αριθµό κόµβων

και όλοι οι τερµατικοί κόµβοι (τελευταίο επίπεδο) είναι τοποθετηµένοι

όσο το δυνατόν προς τα αριστερά, και (α3) η τιµή του στοιχείου κάθε

κόµβου είναι µεγαλύτερη από τις τιµές των στοιχείων των παιδιών του.

Αυτό ήταν µια εύκολη απάντηση, που πηγάζει απευθείας από τον ορι-

σµό του σωρού. Αν δεν την απαντήσατε, ξαναµελετήστε τον ορισµό

του σωρού. 

Η συνεχόµενη αναπαράσταση του σωρού αντικατοπτρίζεται στον

παρακάτω πίνακα.

(β) ∆ιαγράφεται ο �∆� και τη θέση του καταλαµβάνει ο �Ε�.

Οι αλλαγές αυτές απεικονίζονται στο παρακάτω Σχήµα (β1), όπου

χρησιµοποιείται µόνο το εµπλεκόµενο αριστερό υποδέντρο, και το

τελικό δέντρο στο Σχήµα (β2).

H 93 7473 69 4838 52 13 5184 12 20

H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8 H9 H10 H11 H12 H14H13 H15

Το µέγεθος του πίνακα είναι ίσο µε το µέγιστο αριθµό κόµβων του

πλήρους δέντρου, δηλαδή 2h+1 - 1= 23+1 -1=24 -1= 16 -1 = 15, όπου 

h = 3 το ύψος του δέντρου. Το µέγεθος του πίνακα είναι µεγαλύτερο
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από τον αριθµό κόµβων του δέντρου. Αν το υπολογίσατε σωστά,

πήγατε καλά µέχρις εδώ. Αν όχι, ανατρέξτε στην Υποενότητα «5.2.1

Ορισµοί και Αναπαράσταση» για να θυµηθείτε τα περί συνεχόµενης

αναπαράστασης.

Η τοποθέτηση των στοιχείων στον πίνακα γίνεται ως εξής: Πρώτο

στοιχείο τοποθετείται αυτό της ρίζας (�93�) και στη συνέχεια τα στοι-

χεία του αριστερού και δεξιού παιδιού της (�84�, �73�). Κατόπιν τοπο-

θετούνται µε τη σειρά (αριστερό, δεξιό) τα στοιχεία των παιδιών του

�84� (�69�, �74�). Μετά τα στοιχεία των παιδιών του �73� (�38�, �52�)

κ.ο.κ. Αν τοποθετήσατε σωστά τα στοιχεία, µπράβο σας! Αν όχι, µην

απογοητεύεστε. ∆εν είναι δύσκολο, απλώς χρειάζεται εξοικείωση,

ξαναπροσπαθήστε.

(β) Σύµφωνα µε τη διαδικασία εισαγωγής ενός στοιχείου σε σωρό

(Υποενότητα «5.4.2 Εισαγωγή»), απαιτούνται τα εξής βήµατα:

(β1) Τοποθετούµε το προς εισαγωγή στοιχείο (�75�) στο τέλος του

δέντρου (πίνακα), ώστε να εξακολουθούµε να έχουµε πλήρες

δέντρο.

(β2) Μετακινούµε διαδοχικά τον κόµβο του στοιχείου προς τη ρίζα

έως ότου δηµιουργηθεί σωρός:

� Εναλλάσσουµε τον κόµβο του εισαχθέντος στοιχείου (�75�) µε το

γονέα του (�38�). Η θέση αυτή δε δηµιουργεί σωρό, διότι η συν-

θήκη του σωρού, ενώ ικανοποιείται από τον κόµβο �75� (75 > 38

και 75 > 20), δεν ικανοποιείται από τον κόµβο �73� (73 < 75).

� Εναλλάσσουµε τον κόµβο του εισαχθέντος στοιχείου (�75�) µε το

νέο γονέα του (�73�). Η θέση αυτή δηµιουργεί σωρό, διότι η συν-

θήκη του σωρού ικανοποιείται για τον κόµβο �75� (75 > 73 και 

75 > 52), αλλά και για όλους τους υπόλοιπους κόµβους.

Η διαδικασία αυτή είναι µια και µοναδική, δεν υπάρχουν εναλλακτι-

κές. Αν την πραγµατοποιήσατε σωστά, συγχαρητήρια! Αν όχι, ξανα-

µελετήστε το Παράδειγµα 5.2 και τα παραπάνω σχήµατα (όπου χρη-

σιµοποιείται µόνο το απαραίτητο τµήµα του δέντρου), τα οποία απει-

κονίζουν γραφικά την παραπάνω διαδικασία.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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Επίσης, η ίδια διαδικασία παριστάνεται µέσω του πίνακα αναπαρά-
στασης του δέντρου παρακάτω.
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H 93 7473 69 4838 52 13 5184 12 20

H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8 H9 H10 H11 H12 H14H13 H15

H 93 7473 69 48 3852 13 5184 12 20

H 93 74 7369 48 3852 13 5184 12 20

75

75

75

Αν κατασκευάσατε σωστά και τα σχήµατα και τις αναπαραστάσεις του
πίνακα, συγχαρητήρια! Αν όχι, µην τα παρατάτε. Επιστρέψτε στο
Παράδειγµα 5.2 για βοήθεια.

6.1

Επειδή θα χρησιµοποιήσουµε µια στοίβα, θα πρέπει σ� αυτήν να απο-
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α6.1: ΓPHΓOPH ∆IATAΞH (ΠAPAΛΛAΓH)

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α), ο δείκτης αρχής (ΝL) και ο δείκτης τέλους

(NU) του υπό εξέταση (υπο)πίνακα.

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται αναδιάταξη των στοιχείων του πίνακα.

DIAT-GRHGORH (A, NL, NU)

1 T ¨̈ 0 {Θέση κενών στοιβών}

2 if NL < NU {Έλεγχος διαχωρίσιµου πίνακα}

3 then T ¨̈ 2 {Αρχικοποίηση δείκτη στοίβας}

4 S[1] ¨̈ NL, S[2] ¨̈ NU {Αρχικοποίηση ορίων πίνακα}

endif

5 while T π 0 {Συνθήκη επανάληψης}

6 NL ¨̈ S[T], T ¨̈ T - 1 {Εξαγωγή κορυφής στοίβας}

7 NU ¨̈ S[T], T ¨̈ T - 1 {Εξαγωγή κορυφής στοίβας}

8 DIAT-DIAXORISMOS(A, NL, NU) {∆ιαχωρισµός πίνακα}

9 if NL < Ρ - 1 {Έλεγχος διαχωρίσιµου πίνακα}

10 then T ¨̈ T + 1, S[T] ¨̈ NL {Εισαγωγή στη στοίβα}

11 T ¨̈ T + 1, S[T] ¨̈ Ρ - 1 {Εισαγωγή στη στοίβα}

endif

12 if Ρ + 1 < NU {Έλεγχος διαχωρίσιµου πίνακα}

13 then T ¨̈ T + 1, S[T] ¨̈ Ρ + 1 {Εισαγωγή στη στοίβα}

14 T ¨̈ T + 1, S[T] ¨̈ NU {Εισαγωγή στη στοίβα}

endif

endwhile

θηκεύουµε κάθε φορά και τα δύο άκρα του ίδιου υποπίνακα που είναι

προς διαχωρισµό, προφανώς σε διαδοχικές θέσεις.

Αν κάνατε αυτή τη σκέψη, τότε ουσιαστικά έχετε προσδιορίσει ποιο-

τικά τη λύση της άσκησης. Αν όχι, τότε προσοχή µην µπλέξετε σε περι-

πέτειες! Πάντως αυτή η σκέψη (λύση) είναι ουσιαστικά µονόδροµος.

Υπάρχει, βέβαια, και µια άλλη λύση, την οποία όµως είναι δυσκολό-

τερο να σκεφτείτε: Nα χρησιµοποιηθεί µια στοίβα, τα στοιχεία της

οποίας είναι εγγραφές αποτελούµενες από δυάδες αριθµών. Στη συνέ-

χεια θα ακολουθήσουµε την πρώτη λύση.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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Οι αλλαγές φαίνονται στον Αλγόριθµο Α6.1 στο παραπάνω πλαίσιο.

Παρατηρήστε ότι τώρα, µετά από κάθε καταχώριση (εισαγωγή) στη

στοίβα ή εξαγωγή (διαγραφή) από τη στοίβα των άκρων ενός υποπί-

νακα, έχουµε δύο ενηµερώσεις του δείκτη κορυφής. Επίσης, η αρχική

τιµή που παίρνει ο δείκτης κορυφής τώρα είναι το �2�. Αυτό είναι και

το σηµείο που πιθανόν να κάνατε κάποιο λάθος. Αν και αυτό το κάνα-

τε σωστά, συγχαρητήρια! Αν όχι, θα το κατανοήσετε µε την εφαρµο-

γή του σε ένα παράδειγµα. 

Αν εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο στο Παράδειγµα 6.2β, η στοίβα θα

έχει τα εξής περιεχόµενα κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου: S[1, 8],

S[ ], S[1, 3, 5, 8], S[1, 3], S[1, 3, 5, 6], S[1, 3], S[1, 3], S[ ], S[ ]. Παρα-

τηρήστε την αντιστοιχία µε την περίπτωση των δύο στοιβών.

6.2

Το κλειδί για τη λύση της άσκησης αυτής είναι να εντοπίσουµε σε ποιο

σηµείο του Αλγόριθµου 6.2 πρέπει να γίνει επέµβαση. Το ζητούµενο

εδώ είναι το εξής: Όταν ο τρέχων προς διαχωρισµό υποπίνακας έχει

µέγεθος µικρότερο από κάποιο κατώφλι (έστω Μ), τότε δε θα χρησι-

µοποιούµε τον (µερικό) αλγόριθµο διαχωρισµού, αλλά θα χρησιµο-

ποιούµε τον αλγόριθµο διάταξης επιλογής, ως µερικό αλγόριθµο, για

τη διάταξη του πίνακα. Το σηµείο του αλγορίθµου γρήγορης διάταξης

στο οποίο ορίζεται ο τρέχων προς διαχωρισµό υποπίνακας είναι το

βήµα 6, δηλαδή όταν εξάγονται τα άκρα του από τις κορυφές των δύο

στοιβών, αµέσως πριν κληθεί ο αλγόριθµος διαχωρισµού (βήµα 8). Σ�

αυτό το σηµείο πρέπει να γίνουν οι βασικές αλλαγές.

Αν σκεφθήκατε µ� αυτόν ή παραπλήσιο τρόπο και εντοπίσατε το

σηµείο επέµβασης, συγχαρητήρια! Αυτό είναι το πρώτο, αλλά πολύ

σηµαντικό βήµα για την απάντηση. Αν δεν το σκεφτήκατε έτσι, τότε

ξαναµελετήστε προσεκτικά τον αλγόριθµο 6.2, για να το κατανοήσε-

τε πλήρως.

Τώρα, η αλλαγή που πρέπει να γίνει είναι να εξετάζουµε κάθε φορά,

µετά τα βήµατα 6 και 7, αν το µέγεθος του υποπίνακα είναι µικρότε-

ρο από το κατώφλι Μ και, αν είναι, να καλούµε τον αλγόριθµο διάτα-

ξης επιλογής, αλλιώς τον αλγόριθµο διαχωρισµού, όπως και πριν.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ
·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Α6.2: ΓPHΓOPH ∆IATAΞH ME EΠIΛOΓH

DIAT-GRHGORH-EPILOGHS (A, NL, NU)

1 <βήµατα 1-4 αλγορίθµου 6.2>

2 while T π 0 {Συνθήκη επανάληψης}

3 NL ¨̈ SL[T], NU ¨̈ SU[T] {Εξαγωγή κορυφών στοιβών}

4 T ¨̈ T - 1 {Ενηµέρωση δείκτη κορυφής}

5 if NU - NL < M

6 then DIAT-EPILOGHS (A, NL, NU) {Κλήση διάταξης επιλογής}

7 else DIAT-DIAXORISMOS(A, NL, NU) {Κλήση διαχωρισµού}

endif

8 <βήµατα 9-14 αλγορίθµου 6.2>

endwhile

Παρατηρήστε ότι η κλήση του αλγορίθµου διάταξης επιλογής γίνεται

τώρα µε τρεις παραµέτρους εισόδου αντί για δύο, όπως ο Αλγόριθµος

6.1. Ένα λάθος που πιθανόν να έχετε κάνει είναι να καλέσατε τον Αλγό-

ριθµο 6.1 µε παραµέτρους A, NU-NL. ∆εν είναι σωστό, διότι τώρα ο

προς διάταξη (υπο)πίνακας δεν έχει δείκτες στοιχείων από το 1 ως το

Ν, αλλά σε µια υποπεριοχή του [1, Ν], την [NL, NU], όπου NL > 1 και

NU < N. Έτσι, ο Αλγόριθµος 6.1 χρειάζεται µια µικρή αλλαγή για να

προσαρµοστεί σ�αυτή την απαίτηση. Αν το σκεφτήκατε και αυτό, πάλι

συγχαρητήρια! Αν όχι, τότε πρέπει να είστε προσεκτικοί και να δοκι-

µάζετε πάντα τον αλγόριθµό σας µε ένα µικρό παράδειγµα. 

Ο νέος αλγόριθµος διάταξης επιλογής παρουσιάζεται στο παρακάτω

πλαίσιο, ως Αλγόριθµος 6.1α

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

Αυτό ήταν εύκολο να το προσδιορίσουµε µετά από τις παραπάνω σκέ-

ψεις, δεδοµένου ότι δεν υπάρχει και εναλλακτική λύση. Η υλοποίηση

αυτής της σκέψης φαίνεται στο παρακάτω πλαίσιο, όπου παρουσιά-

ζεται αναλυτικά το τµήµα του αλγορίθµου που αφορά τις απαιτούµε-

νες αλλαγές και συνοπτικά τα υπόλοιπα, ως Αλγόριθµος Α6.2 (DIAT-

GRHGORH-EPILOGHS). Η τροποποίηση αντικατοπτρίζεται στα

βήµατα 5-7 του αλγορίθµου αυτού. Τα υπόλοιπα παραµένουν όπως

στον αλγόριθµο 6.2.
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 6.1α: ∆IATAΞH EΠIΛOΓHΣ (ΠAPAΛΛAΓH)

DIAT-EPILOGHS(A, NL, NU)

1 for K ¨̈ NL to NU-1 {Έλεγχος τέλους επανάληψης}

2 MΙΝSTOIXEIO (A, K, NU) {Εύρεση µικρότερου στοιχείου}

3 A[K] ´́ A[X] {Εναλλαγή τιµών στοιχείων}

endfor

6.3

Εν γένει, υπάρχουν δύο λύσεις για να διατάξουµε τα στοιχεία κατά

φθίνουσα σειρά. Η µια λύση είναι να τροποποιήσουµε την πρώτη

φάση της διάταξης σωρού, να κατασκευάσουµε δηλαδή ένα σωρό ελα-

χίστων αντί για µεγίστων (ανατρέξτε στην Υποενότητα «5.4.1 Ορι-

σµός και Αναπαράσταση» για τη διάκριση αυτή), οπότε, αν αφήσου-

µε τη δεύτερη φάση όπως έχει, θα έχουµε διάταξη κατά φθίνουσα

σειρά, αφού τώρα θα διαγράφονται τα µικρότερα στοιχεία κάθε φορά.

Η δεύτερη λύση είναι να µην τροποποιήσουµε το είδος του σωρού,

αλλά τον τρόπο µε τον οποίο τοποθετούµε τα στοιχεία που διαγράφο-

νται (ρίζες) στον πίνακα. Να τα τοποθετούµε δηλαδή µε τέτοιον τρόπο

ώστε να διατάσσονται κατά φθίνουσα σειρά.

Η πρώτη λύση είναι ριζικότερη, αφού απαιτεί αλλαγή της δοµής απο-

θήκευσης, αλλά αποδοτικότερη. Η δεύτερη είναι ηπιότερη, αλλά

λιγότερο αποδοτική, όπως θα δούµε στη συνέχεια. Εδώ θα ακολου-

θήσουµε τη δεύτερη, µιας και αυτή υπονοεί η άσκηση και είναι και

δυσκολότερη.

Το κρίσιµο σηµείο στη δεύτερη λύση είναι πώς θα τοποθετούµε τα

στοιχεία (ρίζες) που διαγράφονται από το σωρό στον πίνακα. Είναι

προφανές ότι θα πρέπει να τα τοποθετούµε κατ�αντίστροφη σειρά από

ό,τι στον υπάρχοντα αλγόριθµο. Θα πρέπει δηλαδή το κάθε επόµενο

στοιχείο να τοποθετείται µετά το προηγούµενο και όχι πριν, όπως στον

Αλγόριθµο 6.4. ∆ηλαδή η κατάσταση µοιάζει µε την εισαγωγή στοι-

χείων σε µια ουρά, µόνο που τώρα πρέπει να µετακινούµε τα προη-

γούµενα στοιχεία µια θέση αριστερά. ∆ηλαδή στο Παράδειγµα 6.3,

στο δεύτερο βήµα της 2ης φάσης, το �65� δε θα πρέπει να τοποθετη-
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θεί στη θέση Α5, αλλά θα πρέπει να µετακινηθεί πρώτα το στοιχείο

�75� από τη θέση Α6 µια θέση αριστερά, δηλαδή στην Α5, και κατόπιν

το �65� να εισαχθεί στην κενή θέση Α6. Σηµειώστε ότι το στοιχείο που

διαγράφεται τοποθετείται πάντα στην τελευταία θέση του πίνακα.

Αν σκεφτήκατε παρόµοια, µπράβο σας! Ήταν µια καλή σκέψη. Αν δεν

το σκεφτήκατε, ξαναµελετήστε το µηχανισµό διάταξης κατά αύξουσα

σειρά του Αλγόριθµου 6.4.

Η υλοποίηση της σκέψης αυτής στον Αλγόριθµο 6.4 θέλει αρκετή προ-

σοχή, όσον αφορά τις µεταβολές στις τιµές των δεικτών του πίνακα

που σχετίζονται µε τη µετακίνηση των στοιχείων αριστερά. Μια υλο-

ποίηση παρουσιάζεται στον παρακάτω Αλγόριθµο Α6.3 (DIAT-

SOROU-D), που είναι ο τροποποιηµένος Αλγόριθµος 6.4.

Αυτό που έγινε είναι ότι προστέθηκε ένα τµήµα αλγορίθµου µεταξύ

των βηµάτων 4 και 5 του αρχικού αλγορίθµου. Αυτό το τµήµα (βήµα-

τα 6-9) ουσιαστικά αποτελείται από µια διάταξη επανάληψης for, που

εκτελεί τις απαραίτητες µετακινήσεις πριν από την τοποθέτηση του

διαγραφέντος στοιχείου (βήµα 10). Επίσης, προστέθηκε ένα βήµα

στην αρχή (βήµα 1). Τέλος, η συνθήκη επανάληψης στο βήµα 3 άλλα-

ξε (βήµα 4, Ν > 0), διότι τώρα το τελευταίο στοιχείο του σωρού πρέ-

πει να διαγραφεί, αφού δεν είναι στη σωστή θέση, όπως συµβαίνει

στην περίπτωση της κατ� αύξουσα σειρά διάταξης.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ A6.3: ∆IATAΞH ΣΩPOY (ΦΘINOYΣA)

Είσοδος: Ένας µη κενός µονοδιάστατος πίνακας (Α) και το πλήθος των στοιχείων του (Ν).

Έξοδος: Εξωτερικά δεν επιστρέφει τίποτα. Εσωτερικά γίνεται αναδιάταξη των στοιχείων του πίνακα

κατά φθίνουσα σειρά.

DIAT-SOROU-D(A, N)

1 L ¨̈ N

2 for I = 1 to N-1 {Καθορισµός επαναλήψεων}

3 H-EISAGWGH(A, I, A[I + 1]) {Εισαγωγή στοιχείου στο σωρό}

endfor

4 while N > 0 {Συνθήκη επανάληψης}

5 H-DIAGRAFH(A, N) {∆ιαγραφή ρίζας σωρού}

6 M ¨̈ L - (N + 1) {Ενηµέρωση µεταβλητής}

7 for J ¨̈ 1 to M {Καθορισµός επαναλήψεων}

8 K ¨̈ L - (M - J) {Ενηµέρωση δείκτη}

9 A[K - 1] ¨̈ A[K] {Μετακίνηση στοιχείου}

endfor

10 A[N + 1] ¨̈ X {Τοποθέτηση ρίζας στον πίνακα}

endwhile

Στο βήµα 1 κρατάµε την αρχική τιµή του Ν, δηλαδή το µέγεθος του

αρχικού πίνακα. Στο βήµα 6 καταχωρίζουµε στη βοηθητική µεταβλη-

τή Μ τον αριθµό των ήδη διαγραφέντων στοιχείων από το σωρό κάθε

φορά (θυµηθείτε ότι το Ν ελαττώνεται κατά ένα µέσα στον αλγόριθ-

µο διαγραφής). Η επαναληπτική διάταξη for µετακινεί τα ήδη δια-

γραφέντα στοιχεία µια θέση αριστερά (βήµα 9). Η βοηθητική µετα-

βλητή Κ αντιπροσωπεύει το δείκτη τού προς µετακίνηση στοιχείου σε

κάθε επανάληψη. Τέλος, µετά τις απαραίτητες µετακινήσεις, τοποθε-

τείται το πιο πρόσφατα διαγραφέν στοιχείο στην τελευταία θέση του

πίνακα, που έχει εν τω µεταξύ εκκενωθεί.

Αν υλοποιήσατε έτσι ή παρόµοια τον αλγόριθµο, συγχαρητήρια. Αυτό

ήταν το πιο δύσκολο βήµα για τη λύση της άσκησης. Αν όχι, βάλτε

κάτω χαρτί και µολύβι και εφαρµόστε τον αλγόριθµο στον πίνακα του

Παραδείγµατος 6.3 για να δείτε τη λειτουργία του και να τον κατα-

νοήσετε. Τα βήµατα της εφαρµογής αυτής για τη δεύτερη φάση του
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N A1Q A2Q A3Q A4Q A5Q A6�

�

75Q 50Q 65Q 20Q 30Q 45Q �

65QQ 50Q 45Q 20Q 30Q 75Q �

50Q 30Q 45Q 20Q 75� 65Q �

45Q 30Q 20Q 75� 65� 50Q �

30Q 20Q 75� 65� 50� 45Q �

20Q 75� 65� 50� 45� 30�

75� 65� 50� 45� 30� 20� �

6(5)�

5(4)�

4(3)�

3(2)�

2(1)�

1(0)�

�

2η ΦAΣH

αλγορίθµου απεικονίζονται στον πίνακα που ακολουθεί. Τα µικρά µη

διακεκοµµένα βέλη δείχνουν τις µετακινήσεις που γίνονται. Αυτές οι

µετακινήσεις σε κάθε βήµα είναι που αυξάνουν την πολυπλοκότητα

του αλγορίθµου και τον κάνουν λιγότερο αποδοτικό από τον αρχικό

και από αυτόν της πρώτης λύσης.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ

·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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2.1

Ο πίνακας είναι µια οµογενής δοµή, δηλαδή όλα τα στοιχεία του ανή-

κουν στον ίδιο τύπο δεδοµένων, σε αντίθεση µε την εγγραφή. Εποµέ-

νως, σ� έναν πίνακα µπορούµε να έχουµε αποθηκευµένα µόνο οµοει-

δή στοιχεία, π.χ. ακεραίους αριθµούς, χαρακτήρες κλπ.

Ο πίνακας είναι µια δοµή τυχαίας προσπέλασης, δηλαδή ο χρόνος προ-

σπέλασης ενός στοιχείου του είναι ανεξάρτητος από τη θέση του στοι-

χείου στον πίνακα. Για να προσπελάσουµε ένα στοιχείο, δε χρειάζε-

ται να επισκεφθούµε τα προηγούµενά του, όπως συµβαίνει στις δοµές

σειριακής προσπέλασης. Ο προσδιορισµός της θέσης ενός στοιχείου

στη µνήµη γίνεται (εσωτερικά) µε βάση τον δείκτη του στοιχείου,

δηλαδή τη θέση του στοιχείου στον πίνακα, από τη συνάρτηση απει-

κόνισης του πίνακα (ΣΑΠ).

Ο πίνακας είναι µια στατική δοµή, δηλαδή το µέγεθός του παραµένει

αµετάβλητο κατά τη διάρκεια εκτέλεσης ενός προγράµµατος, σε αντί-

θεση µε άλλες δοµές, τις δυναµικές δοµές (όπως, π.χ. οι λίστες), που

το µέγεθός τους µεταβάλλεται, δηλαδή προστίθενται νέες θέσεις/στοι-

χεία. Το µέγεθος ενός πίνακα καθορίζεται µε τον ορισµό του. 

Ο πίνακας είναι µια γραµµική δοµή, δηλαδή οι σχέσεις µεταξύ των

στοιχείων του είναι τέτοιες, ώστε απεικονιζόµενες τοποθετούν τα στοι-

χεία σε µια ευθεία γραµµή (Σχήµα 1.1α στην ενότητα 1.1.4). Το κάθε

στοιχείο του πίνακα σχετίζεται µε ένα άλλο στοιχείο του µε τη σχέση

'γειτονικό', υπάρχει δηλαδή µια σχέση ένα-προς-ένα µεταξύ τους.

3.1

Τα εν λόγω κείµενα αναφέρονται στα πλεονεκτήµατα και τα µειονε-

κτήµατα των συνεχόµενων και συνδεδεµένων λιστών. ∆ιακρίνουµε

τέσσερις παραµέτρους ως προς τις οποίες γίνεται αυτή η σύγκριση:

ορισµός δοµής, αποδοτικότητα χώρου, αποδοτικότητα χρόνου και κρι-

τήρια επιλογής.

Ορισµός δοµής

� Το µέγιστο µέγεθος µιας συνεχόµενης λίστας πρέπει να καθοριστεί

εκ των προτέρων, ενώ σε µια συνδεδεµένη λίστα δεν απαιτείται κάτι

τέτοιο. Αυτό δεν είναι πάντα εύκολη υπόθεση.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜
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� Το µέγεθος µιας συνεχόµενης λίστας δεν µπορεί να υπερβεί την

προκαθορισµένη µέγιστη τιµή. Αυτό δηµιουργεί προβλήµατα στη

λειτουργία του προγράµµατος. Τέτοιο θέµα δεν τίθεται σε µια συν-

δεδεµένη λίστα.

Αποδοτικότητα χώρου

� Σε µια συνδεδεµένη λίστα απαιτείται επί πλέον χώρος µνήµης για

την αποθήκευση των δεικτών κάθε κόµβου, ενώ αυτό δεν συµβαί-

νει σε µια συνεχόµενη λίστα.

� Σε µια συνεχόµενη λίστα, συνήθως δεσµεύεται επιπλέον χώρος στη

µνήµη που δεν χρησιµοποιείται τελικά. Αυτό συµβαίνει, διότι η

µέγιστη τιµή του µεγέθους της λίστας ορίζεται αρκετά µεγάλη, ώστε

να καλύψει όλες τις δυνατές απαιτήσεις, µε αποτέλεσµα ένα µεγά-

λο µέρος να µένει αχρησιµοποίητο. Αυτό δεν συµβαίνει σε µια συν-

δεµένη λίστα, διότι εκεί η µνήµη δεσµεύεται δυναµικά, όταν απαι-

τηθεί ένα καινούργιο στοιχείο (dynamic memory allocation).

Αποδοτικότητα χρόνου

� Σε µια συνεχόµενη λίστα η προσπέλαση ενός στοιχείου, δεδοµέ-

νης της θέσης του, λόγω τυχαίας προσπέλασης, γίνεται γρηγορό-

τερα απ� ότι σε µια απλά συνδεδεµένη λίστα, όπου πρέπει να προ-

σπελάσουµε και όλα τα προηγούµενα στοιχεία. Στην περίπτωση

της συνεχόµενης λίστας έχουµε πολυπλοκότητα Ο(1), ενώ σ� αυτή

της συνδεδεµένης Ο(n), όπου n η θέση του στοιχείου, και στη

µέση και στη χειρότερη περίπτωση. Βέβαια, σε µια συνδεδεµένη

λίστα, αν µας δίνεται ο αντίστοιχος δείκτης, τότε και εκεί έχουµε

πολυπλοκότητα Ο(1).

� Αντίθετα, η εισαγωγή και η διαγραφή ενός στοιχείου γίνεται γρηγο-

ρότερα σε µια συνδεδεµένη λίστα απ� ό,τι σε µια συνεχόµενη, λόγω

των απαιτούµενων µετακινήσεων των υπόλοιπων στοιχείων στην

τελευταία. Έτσι, ενώ σε µια συνδεδεµένη λίστα, δεδοµένου του αντί-

στοιχου δείκτη, έχουµε πολυπλοκότητα Ο(1), σε µια συνεχόµενη

λίστα, δεδοµένης της θέσης, έχουµε πολυπλοκότητα Ο(n) και στη

µέση και στη χειρότερη περίπτωση. Αν, βέβαια, σε µια συνδεδεµέ-

νη λίστα δίνεται η θέση του στοιχείου, τότε η πολυπλοκότητα γίνε-

ται και εκεί Ο(n).
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Κριτήρια επιλογής

� Μια συνδεδεµένη λίστα είναι καλύτερη επιλογή, όταν ο αριθµός

των στοιχείων που θα δεχθεί έχει µεγάλη διακύµανση ή είναι άγνω-

στος, αλλιώς µια συνεχόµενη λίστα είναι καλύτερη.

� Μια συνδεδεµένη λίστα απαιτεί λιγότερο χώρο από µια συνεχόµε-

νη όταν σχετικά λίγα στοιχεία υπάρχουν στη λίστα, ενώ το αντίθε-

το συµβαίνει, όταν ο πίνακας µιας συνεχόµενης λίστας είναι σχε-

δόν γεµάτος. Πιο συγκεκριµένα για n > T.S/(D + S), όπου n ο αριθ-

µός των χρησιµοποιούµενων στοιχείων, T το µέγιστο µέγεθος της

λίστας, S το µήκος του κάθε στοιχείου και D το µήκος κάθε δείκτη,

τότε η χρήση συνεχόµενης λίστας είναι πιο συµφέρουσα από πλευ-

ράς χώρου.

� Μια συνδεδεµένη λίστα είναι καλύτερη επιλογή, όταν η εφαρµογή

απαιτεί πολλές εισαγωγές και διαγραφές στοιχείων, λόγω καλύτε-

ρης αποδοτικότητας χρόνου.
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Αλγόριθµος (Algorithm): Μια σαφής περιγραφή του τρόπου λύσης

ενός (γενικού) προβλήµατος µέσω Η/Υ.

Αλγόριθµος διάταξης (Sorting algorithm): Ένας αλγόριθµος που

τακτοποιεί (διατάσσει) τα στοιχεία ενός πίνακα κατά αύξουσα ή

φθίνουσα σειρά.

Αναζήτηση (Search): Μια από τις πράξεις σε δοµές δεδοµένων που

αφορά την εύρεση ενός δοθέντος στοιχείου σε µια δοµή.

Αναπαράσταση δοµής (Data structure representation): Ο τρόπος

µε τον οποίο αποθηκεύεται µια δοµή δεδοµένων στη µνήµη του

Η/Υ.

Ανώτερη δοµή (Higher-level structure): Σύνθετη δοµή που χρησι-

µοποιεί θεµελιώδεις δοµές για την υλοποίησή της.

Απλά συνδεµένη λίστα (Singly linked list): Μια συνδεµένη λίστα

όπου κάθε κόµβος, εκτός της πληροφορίας (στοιχείο), περιέχει ένα

δείκτη (σύνδεσµος) στον επόµενο κόµβο.

Αποδοτικότητα χρόνου (Time efficiency): Η απόδοση ενός αλγο-

ρίθµου όσον αφορά το χρόνο εκτέλεσής του.

Αποδοτικότητα χώρου (Space efficiency): Η απόδοση ενός αλγο-

ρίθµου όσον αφορά το µέγεθος της µνήµης που απαιτεί κατά την

εκτέλεσή του.

Αφηρηµένος τύπος δεδοµένων (Abstract data type): Το µαθηµατι-

κό µοντέλο µιας δοµής δεδοµένων.

Βαροζυγισµένο δέντρο (Weight balanced tree): ∆έντρο στο οποίο

οι αριθµοί των κόµβων των υποδέντρων κάθε κόµβου δε διαφέρουν

πολύ.

Γενική λίστα (General list):Λίστα χωρίς περιορισµούς στην εισα-

γωγή και διαγραφή (εξαγωγή) στοιχείων.

Γενικό δέντρο (General tree):∆έντρο χωρίς περιορισµούς στον αριθ-

µό και την οργάνωση των κόµβων του.

Γλώσσα ψευδοκώδικα (Pseudocode): Μια αυστηρά καθορισµένη

και ταυτόχρονα σχετικά απλή γλώσσα περιγραφής αλγόριθµων.

Γραµµική αναζήτηση (Linear search): Μέθοδος αναζήτησης στοι-
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°ÏˆÛÛ¿ÚÈ fiÚˆÓ χείου σε γραµµική δοµή (συνήθως πίνακα), κατά την οποία συγκρί-

νουµε το δοθέν στοιχείο µε κάθε στοιχείο της δοµής, ξεκινώντας

από την αρχή.

Γραµµική δοµή (Linear structure):∆οµή δεδοµένων της οποίας τα

στοιχεία (ή κόµβοι) µπορούν να παρασταθούν ως σηµεία µιας

ευθείας γραµµής, δηλαδή υπάρχει µια σχέση ένα προς ένα µεταξύ

των στοιχείων της.

Γρήγορη διάταξη (Quicksort):Αλγόριθµος διάταξης που χρησιµο-

ποιεί το διαδοχικό διαχωρισµό τής υπό διάταξη γραµµικής δοµής

(συνήθως πίνακας) σε δύο τµήµατα, το ένα δεξιά και το άλλο αρι-

στερά ενός στοιχείου της δοµής, που λαµβάνεται ως βάση του δια-

χωρισµού και ονοµάζεται άξονας.

∆είκτης (Index): Αριθµός ή σύµβολο που χρησιµοποιείται για τον

προσδιορισµό των στοιχείων ενός πίνακα.

∆είκτης (Pointer): Τύπος δεδοµένων µε πεδίο τιµών το σύνολο των

διευθύνσεων της κεντρικής µνήµης του Η/Υ.

∆έντρο-Σωρός (Heap): Βλέπε �Σωρός�.

∆ιαγραφή (Deletion): Μια από τις πράξεις σε δοµές δεδοµένων που

αφορά την αφαίρεση δοθέντος στοιχείου από µια δοµή.

∆ιαπέραση (Traversal):Μια από τις πράξεις σε δοµές δεδοµένων που

αφορά την επίσκεψη κάθε στοιχείου µιας δοµής και εφαρµογή

κάποιου είδους επεξεργασίας στο καθένα.

∆ιάταξη ελέγχου ροής (Flow control structure): Υπολογιστικό

σχήµα που επιτρέπει τη διαφοροποίηση από την ακολουθιακή εκτέ-

λεση ενός αλγορίθµου.

∆ιάταξη if (If structure): ∆ιάταξη ελέγχου ροής που επιτρέπει την

επιλογή εκτέλεσης µεταξύ δύο τµηµάτων αλγορίθµου µε βάση την

αλήθεια κάποιας συνθήκης.

∆ιάταξη επιλογής (Selection sort):Αλγόριθµος διάταξης που πραγ-

µατοποιεί n-1 διαδοχικά περάσµατα του υπό διάταξη πίνακα

(µεγέθους n). Σε κάθε πέρασµα τοποθετείται ένα στοιχείο στη

σωστή θέση.

∆ιάταξη for (For structure):∆ιάταξη ελέγχου ροής που επιτρέπει την
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µε βάση την αλήθεια κάποιας συνθήκης.

∆ιάταξη κατά γραµµές (Row-major order): Αναπαράσταση ενός

δισδιάστατου πίνακα στη µνήµη του Η/Υ µε βάση τις γραµµές του.

∆ιάταξη κατά στήλες (Column-major order): Αναπαράσταση ενός

δισδιάστατου πίνακα στη µνήµη του Η/Υ µε βάση τις στήλες του.

∆ιάταξη σωρού (Heapsort):Αλγόριθµος διάταξης που οργανώνει τα

στοιχεία ενός πίνακα σε σωρό και τα διατάσσει πραγµατοποιώντας

διαδοχικές διαγραφές της ρίζας του τρέχοντος σωρού.

∆ιάταξη while (While structure): ∆ιάταξη ελέγχου ροής που επι-

τρέπει την επανάληψη εκτέλεσης ενός τµήµατος αλγορίθµου ορι-

σµένες φορές µε βάση κάποιο µετρητή.

∆ιπλή ουρά (Double-ended queue ή Deque): Ουρά στην οποία

επιτρέπεται εισαγωγή και διαγραφή στοιχείων και από τα δύο

άκρα της.

∆οµή δεδοµένων (Data structure):Μια συλλογή πεπερασµένου πλή-

θους δεδοµένων µε καθορισµένη οργάνωση και τρόπους διαχείρι-

σης (ή επεξεργασίας) τους.

∆οµή σειριακής προσπέλασης (Sequential access structure):∆οµή

δεδοµένων στην οποία, για να προσπελάσουµε ένα στοιχείο, πρέ-

πει να περάσουµε από όλα τα προηγούµενα. Εποµένως, ο χρόνος

προσπέλασης ενός στοιχείου σε µια τέτοια δοµή εξαρτάται από τη

θέση του.

∆οµή τυχαίας προσπέλασης (Random access structure):∆οµή δεδο-

µένων στην οποία ο χρόνος προσπέλασης ενός στοιχείου είναι ανε-

ξάρτητος από τη θέση του.

∆υαδική αναζήτηση (Binary search): Μέθοδος αναζήτησης στοι-

χείου σε διατεταγµένο πίνακα, που στηρίζεται στη σύγκριση του

δοθέντος στοιχείου µε το �µεσαίο� στοιχείο του πίνακα και επιλο-

γή τού ενός εκ των δύο τµηµάτων του πίνακα (του αριστερά και

δεξιά του µεσαίου στοιχείου) για τη συνέχεια.

∆υαδικό δέντρο αναζήτησης (Binary search tree): ∆υαδικό δέντρο

µε διατεταγµένους κόµβους έτσι ώστε κάθε κόµβος να έχει µεγα-
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λύτερη τιµή από τους κόµβους του αριστερού του υποδέντρου και

µικρότερη από αυτούς του δεξιού του υποδέντρου.

∆υναµική δοµή (Dynamic structure): ∆οµή δεδοµένων της οποίας

το µέγεθος (δηλαδή ο αριθµός των στοιχείων) είναι δυνατόν να

µεταβάλλεται κατά την εκτέλεση ενός προγράµµατος.

∆ισδιάστατος πίνακας (Two-dimensional array): Πίνακας του οποί-

ου κάθε στοιχείο προσδιορίζεται από δύο δείκτες και ο οποίος παρι-

στάνεται γραφικά ως αποτελούµενος από γραµµές και στήλες.

Εγγραφή (Record): ∆οµή δεδοµένων µε στοιχεία συνήθως όχι του

ίδιου τύπου, που είναι ιεραρχικά δοµηµένα.

Εισαγωγή (Insertion):Μια από τις πράξεις σε δοµές δεδοµένων που

αφορά την πρόσθεση δοθέντος στοιχείου σε συγκεκριµένη θέση σε

µια δοµή δεδοµένων.

Εναλλαγή (Interchange): Βασική υπολογιστική πράξη που αφορά

την αµοιβαία αλλαγή τιµών µεταξύ δύο µεταβλητών.

Ενδοδιατεταγµένη διαπέραση (Inorder traversal):∆ιαπέραση των

κόµβων ενός δυαδικού δέντρου µε βάση τη σειρά: αριστερό υπο-

δέντρο � ρίζα � δεξιό υποδέντρο.

Εξωτερική διάταξη (External sorting): Η πράξη της διάταξης

στοιχείων αποθηκευµένων (σε αρχείο) στη δευτερεύουσα µνήµη

του Η/Υ.

Εσωτερική διάταξη (Internal sorting): Η πράξη της διάταξης στοι-

χείων αποθηκευµένων (σε πίνακα) στην κύρια µνήµη του Η/Υ.

Ετερογενής δοµή (Heterogeneous structure): ∆οµή δεδοµένων της

οποίας τα στοιχεία µπορεί να µην είναι του ίδιου τύπου.

Θεµελιώδης δοµή (Fundamental structure):Απλή δοµή δεδοµένων

που συνήθως βρίσκεται ενσωµατωµένη στις γλώσσες προγραµµα-

τισµού.

Ισοζυγισµένο δέντρο (Balanced tree):∆έντρο στο οποίο οι τερµατι-

κοί κόµβοι δεν έχουν µεγάλες διαφορές βάθους.

Καταχώριση (Assignment): Βασική υπολογιστική πράξη που αφορά

την αποθήκευση τιµής σε µεταβλητή.
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Κάτω τριγωνικός πίνακας (Lower triangular array): Τετραγωνικός

πίνακας του οποίου τα στοιχεία που βρίσκονται πάνω από τη δια-

γώνιο είναι µηδενικά.

Κλειδί (Key): Το πεδίο µιας εγγραφής που προσδιορίζει µε µοναδικό

τρόπο κάθε στιγµιότυπο της εγγραφής.

Κόµβος (Node):∆οµικό στοιχείο των ανώτερων δοµών όπου αποθη-

κεύεται η πληροφορία.

Κυκλική ουρά (Circular queue): Ουρά της οποίας τα δύο άκρα είναι

ενωµένα.

Λογική FIFO (First-In First-Out Logic):Λογική κατά την οποία σε

µια ουρά η οντότητα που εισέρχεται πρώτη εξυπηρετείται και

πρώτη.

Λογική HPIFO (Highest-Priority-In First-Out Logic):Λογική κατά

την οποία σε µια ουρά εξυπηρετείται (εξέρχεται) πρώτη η οντότη-

τα (στοιχείο) που έχει τη µεγαλύτερη προτεραιότητα.

Λογική LIFO (Last-In First-Out Logic):Λογική κατά την οποία σε

µια ουρά η οντότητα (στοιχείο) που εισέρχεται τελευταία εξυπη-

ρετείται (εξέρχεται) πρώτη.

Μεταβλητή (Variable):Υπολογιστική οντότητα που αντιπροσωπεύ-

ει ένα σύνολο δεδοµένων που σχετίζονται µε µια πραγµατική οντό-

τητα, συγκεκριµένη ή αφηρηµένη.

Μεταβλητή δείκτη (Pointer variable): Μεταβλητή µε πεδίο τιµών

τύπου δείκτη, που παίρνει δηλαδή ως τιµές διευθύνσεις της µνή-

µης του Η/Υ. Ονοµάζεται και απλώς �δείκτης�.

Μεταβλητή µε δείκτη (Indexed variable): Μεταβλητή που δείχνει

τη θέση του στοιχείου που αντιπροσωπεύει σ� έναν πίνακα.

Μεταδιατεταγµένη διαπέραση (Postorder traversal): ∆ιαπέραση

των κόµβων ενός δυαδικού δέντρου µε βάση τη σειρά: αριστερό

υποδέντρο � δεξί υποδέντρο � ρίζα.

Μη γραµµική δοµή (Non-linear structure): ∆οµή δεδοµένων που

δεν είναι γραµµική. Τα στοιχεία της συνδέονται µε σχέσεις τύπου

ένα προς πολλά ή πολλά προς πολλά.

Μονοδιάστατος πίνακας (One-dimensional array): Πίνακας του
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οποίου κάθε στοιχείο προσδιορίζεται από ένα δείκτη και παριστά-

νεται γραφικά ως αποτελούµενος από µια γραµµή.

Οµογενής δοµή (Homogeneous structure): ∆οµή δεδοµένων της

οποίας τα στοιχεία είναι του ίδιου τύπου.

Ουρά (Queue): Ειδική λίστα στην οποία επιτρέπονται εισαγωγές στοι-

χείων µόνο στο ένα άκρο της και διαγραφές στοιχείων µόνο από το

άλλο άκρο της. Ακολουθεί τη λογική FIFO.

Ουρά προτεραιότητας (Priority queue): Ουρά που στην εξαγωγή

ενός στοιχείου δεν παίζει ρόλο η σειρά εισαγωγής του, αλλά ο βαθ-

µός προτεραιότητάς του. Ακολουθεί τη λογική HPIFO.

Πάνω τριγωνικός πίνακας (Upper triangular array): Τετραγωνικός

πίνακας του οποίου τα στοιχεία που βρίσκονται κάτω από τη δια-

γώνιο είναι µηδενικά.

Πεδίο (Field): Η περιγραφή ενός στοιχείου µιας εγγραφής.

Πίνακας εγγραφών (Array of records): Πίνακας του οποίου τα στοι-

χεία είναι εγγραφές.

Πλήρες δέντρο (Complete tree):∆υαδικό δέντρο που σε όλα τα επί-

πεδά του, πλην ίσως του τελευταίου, έχει το µέγιστο δυνατό αριθ-

µό κόµβων και όλοι οι τερµατικοί του κόµβοι βρίσκονται όσο το

δυνατόν πιο αριστερά.

Πολυδιάστατος πίνακας (Multi-dimensional array): Πίνακας του

οποίου τα στοιχεία προσδιορίζονται από n δείκτες (n > 1).

Πολυπλοκότητα (Complexity): Η εκτίµηση της αποδοτικότητας ενός

αλγορίθµου.

Πολωνικός συµβολισµός (Polish notation): Τρόπος αναγραφής αριθ-

µητικών εκφράσεων κατά τον οποίο ο αριθµητικός τελεστής (σύµ-

βολο αριθµητικής πράξης) βρίσκεται πριν από τους τελεστέους

(αριθµούς, µεταβλητές).

Πράξεις (Operations): Τρόποι διαχείρισης ή επεξεργασίας των τύπων

και των δοµών δεδοµένων.

Προδιατεταγµένη διαπέραση (Preorder traversal):∆ιαπέραση των

κόµβων ενός δυαδικού δέντρου µε βάση τη σειρά ρίζα � αριστερό

υποδέντρο � δεξιό υποδέντρο.

°ÏˆÛÛ¿ÚÈ fiÚˆÓ

2 1 8 ¢ O M E ™  ¢ E ¢ O M E N ø N



Ρίζα (Root): Ο κόµβος ενός δέντρου από τον οποίο ξεκινούν ακµές,

αλλά δεν υπάρχουν ακµές που να καταλήγουν σ� αυτόν.

Στατική δοµή (Static structure): ∆οµή δεδοµένων της οποίας το

οργανωτικό σχήµα και το µέγεθός της (δηλαδή ο αριθµός των στοι-

χείων) παραµένουν αµετάβλητα κατά την εκτέλεση ενός προ-

γράµµατος.

Στοίβα (Stack): Ειδική λίστα στην οποία επιτρέπονται εισαγωγές και

διαγραφές (εξαγωγές) στοιχείων µόνο στο ένα άκρο της. Ακολου-

θεί τη λογική LIFO.

Σύγκριση (Comparison): Βασική υπολογιστική πράξη που αφορά τη

σύγκριση δύο υπολογιστικών οντοτήτων.

Συµµετρικός πίνακας (Symmetric array): Τετραγωνικός πίνακας

του οποίου τα συµµετρικά ως προς τη διαγώνιο στοιχεία είναι ίσα.

Συνάρτηση απεικόνισης πίνακα (Array mapping function): Συνάρ-

τηση µε την οποία εκφράζεται η σχέση της διεύθυνσης της θέσης

µνήµης ενός στοιχείου πίνακα και του δείκτη (ή των δεικτών) που

προσδιορίζουν το στοιχείο.

Συνάρτηση πολυπλοκότητας (Complexity function): Συνάρτηση µε

την οποία εκφράζεται η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθµου.

Συνδεµένη αναπαράσταση (Linked representation): Τρόπος ανα-

παράστασης µιας δοµής κατά την οποία τα στοιχεία της αποθη-

κεύονται σε µη διαδοχικές θέσεις µνήµης και η µετάβαση από το

ένα στο άλλο γίνεται µέσω συνδέσµων (δεικτών).

Σύνδεσµος (Link):Υπολογιστική οντότητα που �συνδέει� δύο στοι-

χεία στη συνεχόµενη αναπαράσταση ώστε να είναι δυνατή η µετά-

βαση από το ένα στο άλλο. Υλοποιείται ως µεταβλητή δείκτη.

Συνεχόµενη αναπαράσταση (Contiguous representation): Τρόπος

αναπαράστασης µιας δοµής κατά την οποία τα στοιχεία της απο-

θηκεύονται σε διαδοχικές θέσεις µνήµης και η µετάβαση από το

ένα στο άλλο γίνεται µε τη µετάβαση στην επόµενη θέση µνήµης.

Πρότυπο της αναπαράστασης αυτής είναι ο πίνακας.

Σύνολο δεικτών (Index set): Σύνολο που περιέχει τους δείκτες των

στοιχείων ενός πίνακα.
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Τετραγωνικός πίνακας (Rectangular array):∆ισδιάστατος πίνακας

του οποίου οι δύο διαστάσεις του έχουν το ίδιο µέγεθος.

Τριδιαγώνιος πίνακας (Tridiagonal array): Τετραγωνικός πίνακας

του οποίου όλα τα στοιχεία είναι µηδενικά, πλην αυτών της

(κύριας) διαγωνίου, της υπερδιαγωνίου (δηλαδή αυτής που βρί-

σκεται από πάνω της) και της υποδιαγωνίου (δηλαδή αυτής που

βρίσκεται από κάτω της).

Τύπος δεδοµένων (Data type): Τρόπος παράστασης και χρήσης µιας

οµάδας δεδοµένων.

Υποδέντρο (Subtree): ∆έντρο που έχει ως ρίζα κάποιον κόµβο του

δέντρου στο οποίο ανήκει.

Υψοζυγισµένο δέντρο (Height balanced tree):∆έντρο στο οποίο τα

ύψη των υποδέντρων κάθε κόµβου δε διαφέρουν πολύ.
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